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)��	*���	� 

G����� ����� 
������� «!��������� � ?��������» ��������� 
��'������ ��������, ��� ��� ����� ���'����� � �������������� 
�����'��. !������������� �����' ���� � ����
# ������� 
����� � 
��������� ���������� ���������, � ?�� ���������� ������
# �	��
 
��� ����������, � ��� ����� � � ?��������. &������� 	��������� 
������� � ���, �����' ����'����������� 	
����� � 	
����� ��-
��'�����, ������ � ����������� – ��� ��,� ��������� �' ?��� 
����������. 

:����� ���������� ������'����� ����������� ����
����, � 
���, ��� ?�� ���'����� ��'������, – � ������������ ����� �'��-
�����. A�� ���������, ��������, � ������ �������� ���������, � 
?�������� ���
����� �����'� � ���
����� ����������������, � 
�����'
 
�������� =�
�����, ��'������ ������� ?������������ 
��������. 

J�� � � ������ �����, ������ �������� 
������ �������� � 
?������������ �����������. ��������� ����
����
#� ��������-
��� � ������ �����. 

G����� �'����� ���������� �� ������� '���������� ����,�� 
,������ �'�������. G��#���� ����� ����� � ������� ����������, 
� ����� �
��������� ���,����� �����, ����������� ��		����-
��������
 ���������# 	
����� ���������� ���������� � ��		�-
����������� 
���������. 

B' ��
��� '������� ���������� �������: ������
 J
�� – <��-
���� � 	����, ���
���#��� ��� ���������� ����������� � ���� 
����������, ��� � �������� ����������� � ���� ��������; �����-
����� ������������ 	��� � 	���
������� ����������� � �����-
������ 
������ ���������� ?������
��; 	���
�
 <������ ��� 
	
����� ���������� ����������; ����� 
�������� =�
����� � 
����� ��
���; 
�������� � ������ ��		���������� � �������-
�
#��� ���������; ��� ����� ?������������ ��������. 

G ������� �'����� 
������� ��������� 	���
������� � ��-
�������� '��������� �� ������ �'����� ��������. 
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����� 1  

������	� � ����	+ 

§ 1.1. 
��&#�� �������. '�����"� ������� � $������. 
�,��#��& � ���%��& ������� 

������� 	
����� – ���� �' �������� ������ � ���������� � �� 
�����������. G ����� ����� ��������� 	
����� – ?�� ������-
���	
 ����
 ��
�� �����������. D��������� ?��� ���� �������� 
����
#���.  

����������.  ���	
 ���	�� ��� �����	�� X � Y. ���	
, 
���, ������� �������, �� ��	����� ������� ����	� x � X ��-
���	����	�� ���	���� (����	�����) ����	 y � Y. ����� ��-
����	, �	� ������ ��������	
� ���, ��-�������, ��	�
� �� X � 
Y (���. 1.1). ��� �	�� �����	�� X ������	�� �������� ����-
����	
� �������. 

 
 

 X 

 x 

 Y 

 y

 
)��. 1.1 

*
����� (���, �������, � ��
��� ��F����) � ���������� ���-
'����#� �
�����. ��� ����� ��� ?���� ������'
#��� �
��� f, g, h 
(���������) ��� �, � (���������). ���'����� ����
# ��� 	
��-
��#, ��������, �
���� f. ������ ��,
� ���: 

f : X � Y  (��� YX f��� ), 
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��� �'������: f ���� ����������� ��������� X � ��������� Y. &�� 
����������
#��� ?�������� x � y ������'
#� '�����  

y = f(x) 

("?������ y ���� 	
����� f �� ?������� x"). 
G �
��� ��������������� �����'� �'
��#� ������� ����'�� ��-

����� �������. ������� 	
����� ���������'
���� ���, ��� ��� 
��������� X � Y ������� �' �����, �.�. ,X � �  .Y � �  ��� ?��� ��-
�������� ?������ x �' X ��'������� ������	�� (��� '�������� 
���
�����), � ����������
#��� ?������ y – ������� ('�������� 
	
�����). 

/�������� ������������� � �������� 	
����� ���� �� ������. 
A�� ��������� ��������� ����� �� ������������ ���������, ����-
�� ��������� �����. 

����������. ����
�� ��	�

 f � �����	
� �������� 
X ������	�� �����	�� 

C = {(x, f(x)) | x � X}. 

������������� ������ ������� ���	��� �������� ��, ��� �#��� 
������, ������������ ��� �������, �.�. ������ ������ x = const ��-
�������� ��� ���� � ������������ ����� (���� x � X), ���� ����� �� 
���������� (���� x 	 X), ��� ?�� ����'��� �� ���. 1.2. 

 

 O  x 

 y 

 x 

 

)��. 1.2 

����������� ������ �� �������! ������� 	
�����. 
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G �������� '����� 	
����# �'������: 
��'��� ��������� X 
(������� ����������� 	
�����) � ������� �������, ��'����#��� 
�� ������
 '������# x � X ���
����� �������� ����������
#��� 
'������� 	
�����. /������� 
��������������� ����#��� ��� ���-
���� '������ 	
�����. 

1. ���������. B�����'
����, ����� ������� ����������� �����-
�� �' ��������� ��������� �����: X = {x1, x2, …, xn}. <���� ��� '�-
����� 	
����� ����� ����� 
��'��� ������
: 

 
x x1 x2 … xn 

y y1 y2 … yn 

 
G �������� ������� �������� ������
, ��������
# ������ � 

����� �������, ������#��� '����� ,��, � ��������� ����: 
 
C�� 1800 1930 1960 1975 1987 2000 

!��� 1 2 3 4 5 6  
 
&�
��� �������: ���������� �������� ���'���, ������� ����-

��,�� � ������� � �.�. 
2. "����	������, �.�. '������ � ������# 	���
��, 
��'�-

��#���, ����� �������� �
��� ��������� ��� x, ����� ���
���� y. 
/�������, 

y = 
x2 + 1,   y = [x] (����� ����� x). 

+��������.  K��� 	
����� '����� 	���
���, � ������� �� ��-
��������� �� ���������, �� ������ �����'
��������, ��� �������# 
����������� �������� ��������� ���� '������� x, ��� ������� ��-
�������� 	���
�� ����� ����� (� ,������� �������� ?�� �����-
���� ��'������� �&L – ������� ���
������ '������� ��� x). /�-
������, � ��
��� 	
����� 

21 xy 
�  

�������# ����������� �������� ��������� ���� '������� x, 
���-
�������#��� 
�����# 1 
 x2 � 0, �.�. ������
��� [
1; 1]. 
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��� ������������� ������� �� ����#������ � ����� ������-
���, ����� 	
����� '������� �� ����� 	���
���, � � ������# ��-
��������. �������� ����� ��
���� 	
����� 

1, 0,
0, 0,
1, 0,

x
y x

x

 ��
�� ��
�
 ��

 

���'�������� sgn(x) (�� ���������� signum – '���). 
3. #���������. /� �������� ?��� ������ ������'
����, �����-

���, � 	�'������� �'��������, ����� '���������� y �� x �������-
������ �������� (����������). �������� ����� ��
���� ������ 
AJC � ��������. 

������ "���	����������" �������� ��� 	
�������, �����-
���, ��������, 
�������� � �.�., �
�����
�� ��� ��������� ���-
�����, ��'����#��� �� ������ 	
������ ������� �����. /����-
��� ������� �' ��� ����#��� ��� ��������. 

1. ���	���� ����	��� �������. �
��� y = f(x) – 	
����� � 
�������# ����������� X. ���'����� ��������� ���� '������� 
	
����� (�.�. ��������� ���� ����� f(x), ��� x � X) ����' Y. ��,
� 
������: D(f) = X, E(f) = Y. ����������� �������������, ��� ���-
��� '�������� x ������#� ����� '������� y: 

x1 � x2 � y1 � y2 

(����, ��� �� ������ 	
����� 
������������ �����
 
�����#: ���-
����� ����� ��
���� 	
����� y = x2, ).x ��  <���� ��� ������� 
'������� y � Y �
�����
�� ������ ���� x � X, �����, ��� f(x) = y. 
K��� ���������� ������
 y � Y ������ ����� x, �� ���
��� ���-
�������� ��������� Y � ��������� X. A�� ����������� ��'�����-
�� ����	��� � ������
 ����������# f � ���'�������� f 
1. <���� 
����'��, 

f: X � Y, 

f 
1: Y � X, 

������ ���'� ����
 f � f 
1 
�������������� �����,�����: 

��� f(x) = y, 	� f 
1(y) = x. 
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B���, �������� 	
����� ��� y = f(x) ���� x = f 
1(y). ������ ��-
�
���� � �������� 	
����� ���'����#� ����� �
���� x, � '������� 
	
����� – �
���� y. <���� �������� 	
����� '���,����: y = f 
1(x). 


����� 1.1. �
��� y = x2. K��� '� ������� ����������� D(y) 
������� ��������� ���� �������������� �����, �� E(y) = [0; �), � 
�������� 	
����� �� �
�����
��, �.�. yx ��  (��� '�������, � �� 
����). K��� �� ������� D(y) = [0; �), �� �
��� ����� ������
# 
	
����# yx � , ����������
# �� ��������� [0; �) � �������#-
�
# '������� � ��� �� ���������. !���� ���'�������, ���
��� 
'����� �������� 	
����� � ���� xy � . /� ���. 1.3 ��������� 
���	��� �������� 	
����� y = x2, X = [0; �), � �������� 	
����� 
(� �'��������� ���'���������) xy � , x � [0; �). A�� ���	��� 
�'����� ����������� ������������ "�����������" I � III ������-
������ ���������. 

 y = x 2

xy �

 

)��. 1.3 

G����� ���	��� �������� 	
����� y = f (x) � �������� 
y = f 
1(x) ������ �'����� ����������� ������������ 
��'����� 
����������� (�����
?). 
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&�� ���#������� �������� ��� ���� ������: ���	�� 	
����� 
y = 2x (D(x) = (
�; �), E(y) = (0; �)) � �������� 	
����� y = log 2 x 
(D(x) = (0; �), E(y) = (
�; �)) (���.1.4). 

 

 y = log 2(x)

 y = 2 x

 

)��.1.4 

2. ���	���� ������� �������. �
��� ���� ��� 	
�����: x = 
= h(t) � �������# ����������� T � ���������� '������� X � y = 
= g(x) � �������# ����������� X � ���������� '������� Y. 

<���� "������" ������� 

yxt gh ������  

���������� ���
# 	
����# � �������# ����������� T. A�� ����� 
	
����� ���'��������  

y = g(h(t)) 

� ��'������� ������� �������, ��� ������� �	 �������. 
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/�������, ��� 	
����� y = lgx � x = t + 2 ��������#� �����
# 
	
����# y = lg(t + 2) � �������# ����������� t + 2 > 0. 

�����	���	�� ��	�

 
/������� ������� ���������� ��������������� �����'� ����-

������#��� ��
��� ��� ��'������� ����	����! 	
�����. 
���������� ������� ������� ?����������� 	
�����. 
T $	���� ������� y = xa, 

��� a – �#��� ���������� �����. �������# ����������� ��������� 
������
��� x > 0, ���� � ��������� ��
����, ��������, ���� a – 
���
������� �����, 	
����� ���������� ��� ���� x. 

T ������	�
�� ������� y = ax, 
��� a > 0, a � 1. ������� ����������� – ��������� ���� �������-
������� �����. 

T %������������ ������� y = log a x,  

��� a > 0, a � 1. ������� �����������: x > 0. 
T ��������	������ �������: y = sin x, y = cos x, y = tg x. 

������� ����������� ��� sin x � cos x – ��������� �������������� 
�����, kx �� � 2/  – ��� tg x. 

T &���	�� 	�������	������ �������: y = arcsin x,  
y = arccos x, y = arctg x. 

������� �����������: x � [
1; 1] ��� arcsin x � arccos x, �����-
���� �������������� ����� ��� arctg x. 

D����� ������ �������� ��� 	
�������, ������� �� �
��� ��-
'����� �����	�����: 

• ��� ���	���������� �������� (f + g,  f 
 g,  f � g,  f /g); 
• ���������� ������� 	
�����. 

����������. �����	���	��
 �������	�� 	��� �������, 
��	��� �������	�� �� �������! � ����'
� �����	���! ��-
�	���.  

/�������, � � xyxxy �2sinlg1 ,11
2/122 �
�
�  � �.�. G� 

���� 
��'����� �������� �������# ����������� 	
����� ����� 
������� �&L (��� ����� �&L). 
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§ 1.2. 
���� �������� ��������#������#� 

1. ���������&. 
�����" 

����������.  �
������ �������������	����� ������	�� 
�������� �������, ��������� �� �����	� ��	����
��! ����. 

L����� ������
# ������������������ – '����� '����� ������-
����� n � x(n), ��� ,n ��  �.�. '����� ����������� ��� ����� 

x1 = x(1), x2 = x(2), x3 = x(3), … . 

�����
# ������������������ � ������� x1, x2, … '�������#� 
�������, {xn}, ,n ��  ��� ������ {xn}. 

G ������ ����� '����� ��������������� �����'� ����� ������� 
����� �������� ������������������. 

����������.  (���� a ������	�� �������� ���������-
����	���
 {xn}, ��� ��� ������ ������	�
���� ����� � ��'�	-
��	 	���� ���� n0 (������'��, ����' ������, �	 ���������� �), 
������� � ��	����� �� ���� ��������	�
���	� �	�����	�� 
�	 a �� ������ ��
), �� �� �: 

� �� � . :0 00 �� �
����� axnnn n  

K��� ������������������ {xn} ����� ������ a, �� ��� ��'�����-
�� �!���'��� (� ����
 a) � �� ��,�� 

 .lim axnn
�

��
 (1.1) 

L������, ��� ������ ������ (1.1) ��,
� ������ 

xn � a 

(�������: xn ��������� � a ��� n � �). 
<���� ����'��, ��������� (1.1) �'������, ��� ��� �� �� ���� 

���� ������	�
�� ����� �, ��� ����� ������������������, ��-
����� � ���������� ������ n0, 
����������#� ����������
 
|xn 
 a| < �. ����� ������, ����� xn � ������ n ����������� ���-
������	�� � a. 
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J�� �'������, ��������� ���� ����� x, 
����������#��� 
���-
��# |x 
 a| < � (��� � > 0), ��'������� �-����	���	
� ����� a. A�� 
��������� – �������� (a 
 �, a + �) (���. 1.5). =������� ��������-
��# �������, ����������� (1.1) �'������, ��� ������ �� �� ���� 
����������� ����� a, �������� ����� ����� n0, ������� � �������� 
��� ����� ������������������ �
�
� ����������� � ?��� ��������-
���. =������������, ��� �-����������� ����� ���������� ��,� ��-
������ ����� ������ ������������������. 

 
a 
 �� a a + ��  

)��. 1.5 


����� 1.2.  ;��������� ������������������ ,,
3
1 ,

2
1 ,1 �  ��� 

������� )2, ,1( 1 ��� n
n

xn . ���� xn ������������� ��������#��� 

� 0, ��?���
 ����������� �������, ��� .01lim �
�� nn

 ��������, ��� 

����� ������������� ������
���� � 	��������� ������������ 
�������. G�'���� �#��� � > 0 (��������, � = 0,001). /���������� 

|xn 
 0| < � , ���, ��� �� ��, ��
n
1 , ����������� ��� ���� 

�
1

�n . ��-

?���
, ������ '� n0 ������,�� � 
�
1  ������ ����� ����� (� ��,�� 

������� n0 = 1001), ��� ���� n � n0 ����� ����������� 
|xn 
 0| < � ��������������, .0lim �

��
nn

x  


����� 1.3. �
��� 
1
1





�
n
nxn  (n � ),�  �������, ��� 

.1lim �
��

nn
x  G'�� ����'������� � > 0, �������� ����������� | xn 
 1| < � 

� �������, ��� ����� n ��� �����������. B����: 

��



 1

1
1

n
n  ! ��

1
2

n
 ! 

�
21 �n  ! .12


�
�

n  
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<���� ����'��, ������ '� n0 ������,�� � 12



�
 ������ ����-

��������� ����� �����, �
��� ����� |xn 
 1| < � ��� ���� n � n0, ��� 
�'������ �������������� ��������� 1lim �

��
nn

x . 

2. ������"� �����#�� ������� ��������#������#�� 

1. $!���'���� ��������	�
���	
 ��	 	��
�� ���� ����. 
&������������, �����������, ����
���� �� ����������, ��� 

��������� ������������������ {xn} ����� ��� ��������! ������� a 
� b, a � b. 

 ) ) ( ( 
a b  

)��. 1.6 

G������ ����� ����� ����������� ����� a � b (���. 1.6), ����� 
��� �� ����� ����� �����. ��������
 lim xn = a, ��� xn, ������� � 
���������� ������ n1, ���������� � ��������� ����������� ����� 
a; ����� ��� �� �' lim xn = b ����
��, ��� ��� xn, ������� � ������-
���� ������ n2, ���������� � ��������� ����������� ����� b. ��-
����� n0 = max{n1, n2}. <���� ����� xn � �������� n � n0 ������ 
������������ ��� � ������, ��� � �� ������ �����������, ��� ��-
��'�����, ��� ��� ����������� �� ���#� ����� �����. 

2. $!���'���� ��������	�
���	
 ���������. 
/�������, ��� ��������� ����� X ��'������� �����������, 

���� �
�����
�� ����� ����'�� [a, b] �������� ���, ������� ��-
������ ��� ����� �' X. B�� (��� ?�����������): ��������� X ����-
������, ���� �
�����
�� ����� A > 0, ��� ��� ���� ����� x �' X 
����� |x| < A. 

& � � � ' � � � � � � � � �  �������� 2 �������� �� ���������� ��
��. 
�
��� lim xn = a. ������� � = 1 � ������ ����� n0, ������� � ����-
���� |xn 
 a| < 1, �.�. 
1 < xn 
 a < 1 ��� n � n0. 

���#�� ����
�� a 
 1 < xn < a + 1 ��� ���� n � n0. L������ ����-
'�� [a 
 1, a + 1] ����� (���� �����, �ó��,��) ����'��� [A, B], 
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����� � ���� ������ �� ������ ����� xn, n � n0, �� � ��� ����� x1, 
x2, …, .

0nx  <���� �
��� ����� xn � [A, B] ��� ��! ,n ��  ��� �'��-
���� �������������� ��������� {xn}. 

3. *��� ���� �!���'��� ��������	�
���	� {xn} �����	��-
���	 ������	�� xn � b, 	� � lim xn � b. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� lim xn = a. �����������, ����
�-
��� �� ����������, ��� a < b. G������ ����������� ����� a ��� 
(���. 1.7), ����� ��� ����� �' ?��� ����������� ���� ������ ����-
,� ����� b. G ?��� �����������, �� ����������# �������, ������ 
����������� ��� ����� xn, ������� � ���������� ������ n0. /� ?�� 
����'�����, ��� ��� ?�� ����� �� 
�����# �� ����,� b. ���
���� 
������������. 

 ) ( 
a b  

)��. 1.7 

+��������.  �
��� ��� xn 
����������#� �	������ ���������-
�
 xn > b. /����,������� �����, ��� � lim xn > b. A�� �� ������ ���; 
����� ��,� 
���������, ��� lim xn � b. 

������: ��� ������������������ 
n

xn
1

� ( ),n ��  ��� ����� ��-

����� ������ ����,� 0, ������ ����� 0. 
4. *��� ���� ���! �!���'�!�� ��������	�
���	� {xn} � {yn} 

������� ������	���� xn � yn (n = 1, 2,…), 	� � lim xn � lim yn. 
& � � � ' � � � � � � � � �  ��������� ��������������. 
5. *��� ���� 	�! ��������	�
���	� {xn}, {yn}, {zn} �����-

�� ������	���� xn � yn � zn (n = 1, 2, …) � ��� �	�� ��������-
	�
���	� {xn} � {zn} ���	 ���� � 	�	 � ���� a, 	� � ����-
����	�
���	
 {yn} ��	 ���� a. 

A�� �������� �������� ������ ��'���#� "������ � ��
� ����-
��������" (������'���, � ����� �#����� ���'��� ����� ��'�����). 

& � � � ' � � � � � � � � � . G������ �#�
# ����������� ����� a. 
=
�����
#� ����� n1, ������� � �������� ��� ����� xn ��������-
��� ?��� �����������, � ����� n2, ������� � �������� ��� zn ���-
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�������� ��� �� �����������. G���
 ���� ��� xn � yn � zn, ��� ����� 
yn, ������� � ������ n0 = max{n1, n2}, ����� ����������� ������-
��� �����������. A�� � ����'�����, ��� lim yn = a. 

3. �,-�� ������� ��!�%���& ������� 

J���� ������������� ��,� ������� 1 … 5 ��������, ������� 
��������� ������, ��������� ����������� ��� ���������� ���-
�����. ���������� ?�� �������. 

�
��� lim xn = a � lim yn = b. <����: 
1. lim(xn + yn) = a + b 
(�������: "������ �
��� ����� �
��� ��������"); 
2. lim(xn�yn) = a�b 
(�������: "������ ����'������� ����� ����'������# �����-

���"); 

3. 
byn

11lim � , 

���� ��� ����� yn, � ����� � ��� ������ b ������� �� �
��; 

4. 
b
a

y
x

n

n �lim , 

���� ��� yn, � ����� b �� ����� �
�#. 
����������� ����'���������� ������ ������� 3, ����������� 

��
��� 1, 2, 4 �������#. �
��� ��� �������������� b > 0. /������ � 

���������� ������ n1, ����� 
2
byn �  (���������� ����������� ��-

��������� "
#
$

%
&
'

2
3,

2
bb  ����� b), �������������, 

2

2bbyn � . ������ ��-

���� ��'����� ����
 
ny

1  � �������������� �������� 
b
1 : ��� 

n � n1 ����� 

.||2||11
2 by

bby
by

by n
n

n

n

�



�
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�
��� ������ � > 0 – ����'������� ������������� �����. ��-

����� ��
2

2b
�( ��, ����'
��� ������������ �������, ������ ����� 

����� n2, ������� � �������� |yn 
 b| < �'. <���� ��� �#���� 
������ n, ����,���, ��� n1 � n2, �
��� 

.
2/

11
2 ��

�
(

�

bbyn

 

���#�� ����
��, ��� .11lim
byn

�  

4. /���#���"� ��������#������#� � �! �����" 

����������.  ��������	�
���	
 {xn} ������	��: 
������������, ��� xn < xn + 1 ��� ��! n, 
	����������, ��� xn ) xn + 1 ��� ��! n, 
���������, ��� xn > xn + 1 ��� ��! n, 
	�������������, ��� xn � xn + 1 ��� ��! n. 

G�� ����� ������������������ ��'���#��� ����	������. 
=���������� ����
#��� 	
������������� 

:������ 1.1.  %���� ����	����� � ����������� ������-
��	�
���	
 ��	 ����. 

;�'
������, � ��
��� ��'�����#��� (��� ��
����#���) �����-
������������� �������������� �'������ 	��������� ���������-
����� �����
, �.�. �
����������� ������ ����� A, ��� ��� xn < A; 
�������������, �������������� ����� ������������������ ���'
 
�������� (��� xn � x1). <���� ��� �� � ��
��� 
����#��� (����'-
�����#���) ������������������ �������������� �'������ ������-
�������� ���'
. 

=������ ����'��������� ������� ����
�� 
�������� ������ ��-
����� ��������������� �����, '��������� ?��� �� '���� �� �
���. 
C������������� �� ����� ������� ������ �����: ����, ��������, 
������������������ {xn} ��'������� (���. 1.8) � ��� ?��� ��������-
�� �����
, �� ?�� �'������, ��� � ������ n ����� xn �� �������� ��� 
�����#��� ������, �� ��� ?��� � ��!���	 ����' ��������� �
-
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��� A. C������������ ����, ��� � ?��� ��
��� ����� xn ������ ��-
����������� � ���������
 ����
 a, ������� � �
���, ����� ����'��, 
�������� ������������������ {xn}. 

 
x3 x2 x1 Aa

 

)��. 1.8 

5. ;��������"� �����" 

����������.  #�����	, �	� ��������	�
���	
 {xn} ��	 
����� ������ +�, ��� ��� ������ (����
 ������ ���
)���) ����� 
A > 0 ��'�	��	 	���� ���� n0, ������� � ��	����� �� ����� xn 
���
) A: 

� �� � .0 00 AxnnnA n ������  

G ?��� ��
��� ��,
� .lim ��
��

nn
x  

/�������, ������ �' ������������������� 

* +n , * +n , * +2n , 
,
-
.

�
�
�

1

2

n
n  

����� �������� +� (��������). 
:��������� ������������ ������ 
�: '����� 
��

��
nn

xlim  �'������, 

��� 

� �� � .0 00 AxnnnA n 
������  

��������, ���� lim xn = +� ��� lim xn = 
�, �� 0lim 1 �

nx  (������-

��������, ��� ��� xn � 0). 
������� +� � 
� ��'���#��� ���������� (��� �����	��-

����) ���������. 
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§ 1.3. '���� e 

;��������� ������������������, �������
# �' ����� 

 ,11
n

n n
x "

#
$

%
&
' �  n =1, 2, … .  (1.2) 

=���
#��� ������� ���� ������������� � ��������� �' ��-
��� xn: 

 
n 1 2 3 4 5 10 100 1000 10000 

xn 2 2,25 2,37 2,44 2,49 2,59 2,70 2,717 2,718 

 
G����, ��� ����� xn ����
�, �� ?��� ���� ���������� '��������-

��. /����,������� �������������, ��� ������������������ {xn} 
�!���	��. 

&�� ����'��������� ���������� ���������� ��
�
# ���������-
��������� 

111


"
#
$

%
&
' �

n

n n
y  

� 
��������, ���: 
�) ������������������ {yn} 
������; 
�) ������������������ {yn} ���������� ���'
 ������ 2, �.�. 

yn � 2 ��� ���� n. 
�������������� ������� ��� ��'������� ����������� "���
�-

��. 

��������#�� ;������� . ,�� ������ / > 
1 � ��	����
��-
�� p ���������� ������	�� 

 (1 + /) p � 1 + p/. (1.3) 

& � � � ' � � � � � � � � � . D�������, ��� ���� ����������� (1.3) 
����� ��� ���������� ����'����� ������� p, �� ��� ����� � ��� ��-
��'����� p + 1. B���� 

(1 + /) p + 1 = (1 + /) p (1 + /) � (1 + p/)(1 + /) = 
= 1 + (p + 1)�/ + p/ 2 � 1 + (p + 1)/. 
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&���� '������, ��� ����������� (1.3) ��'
������ ����� ��� 
p = 1; � ���
 ����'������ ��,� ��� �
��� ����� ����� � ��� p = 2, 
'���� ��� p = 3 � �.�. L�����, ����������� (1.3) ����� ��� �#��� 
���
������� p. 

<����� ����� ���
���� ����������� yn � 2: 

.21111111
1

��


�"
#
$

%
&
' �



nn
n

n
y

n

n  

�������� ����'���, ��� ����� yn 
����#�. ������ ��� ?���� ����-

,���� 
1
n

n

y
y : 

�"
#
$

%
&
' 
"

#
$

%
&
' "

#
$

%
&
' �"

#
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%
&
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#
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11111111  

�, ��������
 �' ����������� "���
��� ����
��, ��� 

,1111 22
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#
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' )�  ����� 

.1111111 422
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�"

#
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#
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&
' )




nnn

n

n

nnny
y  

���#�� �������� yn < yn 
 1 ��� �#��� n, �.�. ����� yn 
����#�. 
B���, ������������������ {yn} 
������ � ���������� ���'
 

(������ 2). �� ������� 1.1 ���#�� ����
��, ��� ?�� �������������-
����� ����� ������ lim yn. 

D�������, ��� 

n

yx n
n 11

� , 
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����� '������� 

lim xn = ny

n

lim11

1lim �


= lim yn, 

�.�. ������ xn �
�����
�� � ��������� � �������� yn. 

����������.  (����� e ������	�� ���� 

.11lim
n

n n "
#
$

%
&
' 

��
 

����������, ��� ��������� ����'�� ����������� ��'������� 
��� e ����� ��� 2,718281828. 

§ 1.4. 
���� ������� 

1. ���������� � ������" 

�
��� 	
����� f(x) ���������� � ��������� ����������� ����� 
x0, ����#���, ���� �����, ���
 ����
 x0. ��������
 ����� ���
���� 
�
��� ����������� 
 ��� �����������, ������ ��� ��� ���������� 
��'�����. ����������� (x0 
 ��; x0 + �) ����� x0, �' ������� ����#-
���� ���� ����� x0 (�.�. ��������� (x0 
 ��; x0) 0 (x0; x0 + �)), ��'�-
��� �������	�� ����	���	
� ����� x0. 

B���, �
��� f(x) ���������� � ���������� ����������� x0. G�-
����� � ?��� ����������� ���
#-���
�� ������������������ x1, x2, 
…, ������
#�� � ����� x0: .lim 0xxnn

�
��

 L������� 	
����� � ��-

������� ������ ����'
#� ������������������ f(x1), f(x2),…, �  
����� ������� ������ � �
����������� ������� ?��� ���������-
���������. 

����������.  (���� a ������	�� �������� ��	�

 f(x) � 
���� x0 (��� �������� ��
 x � x0), ��� ��� ����� �!���'��� � 
x0 ��������	�
���	� ������� ������	�, �	�����! �	 x0, ��-
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�	�	�	���'�� ��������	�
���	
 ������� ������� �!���	�� 
� ����� a, 	.. 

lim xn = x0 (xn � x0) � lim f(xn) = a. 

G ?��� ��
��� ��,
� 

 .)(lim
0

axf
xx

�
�

 (1.4) 


����� 1.4. ���������� 	
����� f(x) = c ����� ������ � �#-
��� ����� x0, ������ ?��� ������ ����� c. &������������, � ?��� 
��
��� ��� ����� f(x1), f(x2), … ����� c, ��?���
 lim f(xn) = c. 


����� 1.5. *
����� f(x) = x � ����'������� ����� x0 ����� 
������ x0. &������������, �
��� ������������������ {xn} �������� 
� x0. ������������������ {f(xn)} ��������� � {xn}, ��?���
 �� ���-
��� ����� ����� x0. 


����� 1.6. �
��� f(x) = x2. <���� 2
0)(lim

0

xxf
xx

�
�

. &������-

������, �
��� {xn} �������� � x0. =���������
#��� �������������-
����� '������� 	
����� �
��� ,, 2

2
2
1 xx  … ; �� ������ ����� 2

0x ,  
��� ��� 

2lim nx = lim (xn�xn) = lim xn � lim xn = x0�x0 = .2
0x  

2. ������"� �����#�� ������� ������� 

A�� �������� ���������� ����������
#��� ��������� �����-
��� �������������������. 

1. /������ f (x) � 	��� x0 ���	 ��	
 	��
�� ���� ����. 
& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� axf nxx

�
�

)(lim
0

 � ������������ 

� � ,lim
0

bxf nxx
�

�
 ��� a � b. <���� ��� �#��� ������������������ {xn}, 

���������� � x0 (��� ��� xn � x0), �� ������ ����� 

axf nn
�

��
)(lim  � ,)(lim bxf nn

�
��
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��� ����'�����, ��� ��� ������������������ {f(xn)} ����� ����� 
������ ���� ������. 

2. *��� ������� f (x) ��	 ���� � 	��� x0, 	� � ���	���� 
����	���	� �	�� 	���� ������� ���������, 	.. ��'�	��	 
	���� (�������	��) ����	���	
 	���� x0 � 	��� ����� A > 0, 
�	� |  f (x) | ) A ��� ��! x �� �	�� ����	���	�. 

& � � � ' � � � � � � � � �  �������� �� ����������. �
��� � ����� 
����������� ����� x0 	
����� f (x) �� ����������. G�'���� ���
#-
���� ����������� (x0 
 ��, x0 + �); ����
 ���������������� f (x) � 
?��� ����������� ������ ������� ����� x1 (x1 � x0), �����, ��� 
| f (x1)| > 1. D����,�� ����� ?�
 �����������, �.�. ���������� ����-

������� ;
2

,
2 00 "

#
$

%
&
' 


�� xx  � ��� ����� ������ ������� ����� x2 

(x2 � x0), �����, ��� |f (x2)| > 2. ��������� ?�� ����
������, ���
-
��� ������������������ x1, x2,…, ������
#��, ��������, � ����� 
x0. =���������
#��� ������������������ f (x1), f (x2), … ������ 
��������� � ����
 ).(lim

0

xfa
xx�

�  /� ?�� ������������������ �� ��-

������ ������������ (��� |f(xn)| > n ��� �#��� n), ��?���
 ���-
������ �� ����� (§ 1.2, �.2). ���
���� ������������. 

3. *��� ��� ��! 	��� x ���	���� (�������	��) ����	���	� 
	���� x0 �������	�� ������	�� f (x) � b, 	� � ,)(lim

0

bxf
xx

�
�

 ��� 

	��
�� ��������� ���� ��'�	��	. 
& � � � ' � � � � � � � � �  ��������� ��������������. G������'
�-

���� ����������
#��� ��������� ������� �������� ���������-
���������. 

4. *��� � ���	���� (�������	��) ����	���	� 	���� x0 ��� 
f(x) � g(x), 	� � ),(lim)(lim

00

xgxf
xxxx ��

�  ��� 	��
�� �������� ���-

�� ��'�	���	. 
& � � � ' � � � � � � � � �  ����� ��������� ��������������. 

5. ���	
 � ���	���� (�������	��) ����	���	� 	���� x0 ��-
������	�� ������	�� 

f(x) � g(x) � h(x), 
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����� ����� f(x) � h(x) ��� x � x0 ��'�	���	 � ����� ���� 
�����: 

.)(lim)(lim
00

axhxf
xxxx

��
��

 

����� ���� )(xg  ��� x � x0 	��� ��'�	��	 � .)(lim
0

axg
xx

�
�

 

B � ?��� ��
��� ��������
�� �������� ����'��������� ����-
����������, �������'����,��� ����������
#��� ��������� �����-
�� �������� ������������������. 

3. �,-�� ������� ��!�%���& ������� ������� 

�
��� �
�����
#� ������� 

axf
xx

�
�

)(lim
0

 � .)(lim
0

bxg
xx

�
�

 

<����: 
1. � � � �� � ;lim

0

baxgxf
xx

�
�

 

2. � � � �� � ;lim
0

baxgxf
xx

���
�

 

3. � � bxgxx

11lim
0

�
�

,� ���� g(x) � 0 � ����������� ����� x0, � ����� 

 b � 0; 

4. � �
� � b

a
xg
xf

xx
�

� 0

lim , ���� g(x) � 0 � ����������� ����� x0, � �����  

b � 0. 
J����� �' ?��� ������ �������� �' ����������
#���� ������� 

��� �������� �������� ������������������� (§ 1.2, �.3); ��������-
��� �������# �������� ����������� ����
������. 


����� 1.7. /���� ������ 	
����� 

5
2)( 2

3






�
xx

xxf  

� �����-���
�� ����� x0, ��� '���������� ������� �� �
��. 
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; � , � � � � . /� ��������� ������ 1 � 2, � ����� 
�������, ��� 
������ ���������� 	
����� ����� �� �����, �����: 

� � 22limlim2lim 3
0

3
0

3

000


�
�

���

xxx
xxxxxx

, 

� � 55limlimlim5lim 0
2
0

22

0000


�
�

����

xxxxxx
xxxxxxxx

, 

����� ���� ������� 4 ���� 

� �0
0

2
0

3
0

5
2)(lim

0

xf
xx

xxf
xx

�





�

�
. 

!� �����, ��� � ������ ������� ���'����� 

� � � �0
0

lim xfxf
xx

�
�

. 

A�� ������ �������� 	
����� f(x), ��'������� ��������-
�	
� (� ����� x0), �
��� ���
������� � § 1.8; ���� ��,� '������, 
'������ ������, ��� �� ������#� �� ����	���� �������. 

4. ;���� �,-�� ��!� � ���&#�> ������ ������� 

�
��� X – ��������� ��������� ����� �� �������� ������. 

����������.  ����� x0 ������	�� �������	�� ��� ����-
�	�� X, ��� ��'�	��	 ��������	�
���	
 	��� x1, x2,… �� 
�����	�� X, �	�����! �	 x0 � �!���'�!�� � x0. 

��� ?��� ���� ����� x0 ����� ��� ������������, ��� � �� ���-
��������� ��������
 X. 


����� 1.8. &�� ��������� X = (0; 1) (���������) ����� 0 � 1 
����#��� �����������, ���� ���� �� ����������� X. 

����������.  ���	
 ������� y = f(x) ������� �� ����-
�	� X � ���	
 x0 – ����
��� 	���� ��� X. (���� a ������	�� 
�������� ��	�

 f(x) � ���� x0 (��� ��� x � x0), ��� ��� ����� 
��������	�
���	� x1, x2,… 	��� �� X, �	�����! �	 x0 � �!���-
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'�!�� � x0, ���	�	�	���'�� ��������	�
���	
 ������� 
������� f(x1), f(x2),… �!���	�� � ����� a. 

K��� 	
����� f(x) ���������� ������ �� x0, ������, � ��������� 
���� (x0, x0 + h), ��� h > 0, �� ������ f(x) ��� x � x0 (���� �� �
��-
���
��) ��'���#� ������	������� ������ f(x) � ����� x0 � ���-
'����#� � �xf

xxxx 00 ,
lim

��
, � ����� � �xf

xx 00

lim
�

 ��� ���� ��� ������ 

f(x0 + 0). 
:��������� ������������ ������������� ������. K��� � ����� 

x0 �
�����
#� ��� ������ f(x) ������, ��� � ������ �����, ������ 
��� ������� �����, �� �
�����
�� � ������ ������ f(x) ��� x � x0, 
�������#��� � ������ �������������� ���������. B �������, 
���� �
�����
�� � � axf

xx
�

� 0

lim , �� �
�����
#� � ��� ������������� 

�������, ������� �������#� � a (�������� ��������������). 


����� 1.9.  &�� 	
����� 

�
�

�
�

�

�

�
�

��
,0 ����, 1
,0 ����, 0  
,0 ����, 1

sgn)(
x
x
x

xxf  

�����: � � ,1lim
00

�
�

xf
x

 � � .1lim
00


�

�

xf
x

 

5. 
���� ��� x � +� ��� x � 
�.  
;��������"� ����� 

&����� ���� ����� ����������� ������� 	
����� ������� 
����� ��������
 .)(lim

0

axf
xx

�
�

 ��� ?��� ��������������, ��� x0 � a 

– ������� (�.�. ��������) �����. !���
 ��� ����� ���������� 
������������� ��
���, ����� x0 ���� +� ��� 
�, � ����� ����� a 
���� +� ��� 
�. &�� ����� ��
���� �� ��������� �	���
�������-
��� ��,� ����������� ������� 	
�����. : ������, ��������� 

� � axf
xx

�
� 0

lim  �� ���� ��
���� �'������ ����
#���: ��� �#��� ��-

���������������� {xn}, ���������� � x0, ����������
#��� �������-
����������� {f(xn)} �������� � a. 
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G ���������, ��������, ��������� 


��
��

)(lim xf
x

 

�'������, ��� ��� �#��� ������������������ {xn}, �����, ��� 
,lim ��

��
nn

x  ������ ����������� ��������� .)(lim 
��
��

nn
xf  


����� 1.10. �) ,1lim 20
��

� xx
 �) .1

1
1lim �






�� x
x

x
 

§ 1.5. ��� ������#����"! ������ 

&������ ��������� 

 .1sinlim
0

�
� x

x
x

 (1.5) 

A��� ������ ������ ��'���#� ����� �����	�
��� ��-
����. 

& � � � ' � � � � � � � � � . <�� ��� 	
����� xx /)(sin  – ������, �� 
���������� ����'���, ��� ������ ��� x � 0 ������ ����� 1. /� 
���. 1.9 ����'�� 
��� AOM � ��������� ����� x > 0 (AO = MO = 1). 

 

x

A

M

O O K

T 

 

)��. 1.9 
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B' ��������� �������� ���
��������� OAM, OAT � ������� 
��
�� ����
#� �����������: 

ATOAMAOAMKOA �����
2
1

2
1

2
1 �

 ��� sin x < x < tg x. 

&��� �� sin x, ���
��� 

,
cos

1
sin

1
xx

x
��  ��� x

x
x cossin1 �� . 

��� x � 0 (������), ��������, ����� lim cos x = 1. L�����, ���-
���� ����� 	
����� 1 � cos x ��� x � 0 (������) ����� 1. ���#�� 
�� �����
 �' ������� ������� 	
����� (§ 1.4, �. 2, �������� 5) ��-
�
��� ����
���� ��������� (1.5). 

G ���������� � 
������������
 ����� ������
 

 e
n

n

n
�"

#
$

%
&
' 

��

11lim  (1.6) 

������� ��� ��� ���������: 

 ,11lim e
x

x

x
�"

#
$

%
&
' 

��
 .11lim e

x

x

x
�"

#
$

%
&
' 


��
 (1.7) 

��������, ��� ��������� (1.6) ���� ��� �� ������� ��
��� ���-
���� �' �������� (1.7), ����� x ��������� � +�, �������� ������ 
����� '�������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . =������ ������� ������ �' �������� 
(1.7). �
��� x – �#��� �����. /����� ����� ����� ����� n, ����� 
����������� ����������� 

 n ) x < n + 1; (1.8) 

����� n ��'���#� ������ ����� �����# ����� x � ���'����#� [x]. 
"
��� ������� x > 1, �����, ��������, n > 0. 
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B' (1.8) ����
�� 

 
1

111111


��
nxn

. (1.9) 

��������
 n + 1 > x � n, �� �' (1.9) ����
�� 

,
1

111111
1 nxn

nxn
"
#
$

%
&
'


�"

#
$

%
&
' �"

#
$

%
&
' 



 

��� 

� � � �,11 xg
x

xf
x

�"
#
$

%
&
' �  

��� 

� � ,1111
n

nn
xf "

#
$

%
&
' "

#
$

%
&
' �  � � .

1
11

1
11

1 1

"
#
$

%
&
'







�
n

n
n

xg  

��� x � +�, ��������, n ����� ��������� � +�, ��?���
 f(x) � 
g(x) �
�
� ����� ����� ������ e. =������� �����
 �' ������� ���-

���� 	
����� (§ 1.4, �. 2, �������� 5), ������ 	
����� .11
x

x
"
#
$

%
&
'   

��� x � +� ����� �
��� ����� e, ��� � ����������� ���
����. 
&������ ������ ��������� (1.7). �
��� x = 
t, ��� t > 0. B���� 

.
1

11
1

11
1

11

1
11111

1

"
#
$

%
&
'



"

#
$

%
&
'



�"

#
$

%
&
'



�

�"
#
$

%
&
'



�"

#
$

%
&
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�"
#
$

%
&
' 
�"

#
$

%
&
' 
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<����� ����, ��� ��� x � 
�, �.�. ����� t � +�, ��������� � 
������ ����� �
��� ����� ������, ������ 

ee
tt t

t

t
���"

#
$

%
&
'



�"

#
$

%
&
'





��




��
1

1
11lim

1
11lim

1

, 

��� '����,��� ����'��������� ������� ��������� (1.7). 
@#�
# �' 	���
� (1.7) ��'���#� �	���� �����	�
��� ��-

����. 

§ 1.6. @������ ������"��"! ������#�� 

�
��� � �����
 ���� � ��,�� ������������ ������� �
��� A0 
�
����. J�� �������� � ����
 ���� ������������� ����� ?��� �
�-
��? ���� �' ��'������ �������� – �������'������� 
��
���� 
�����. �����������, ��� ���� ���� 100% �������; ?�� �'������, 
��� '� ��� �������� ����� ��'������ �� 100%, '� �#��� ����,�� 
���� ����� ��'������ ��������������� ?���
 ����
 (��������, '� 

���� ����� �������� ������� �������� 
12
100 %). 

B���, ����� ���� �������� ����� ������ A0 + A0 = 2A0, �.�. 
���-
����. !����, ������, �������� ����,��� ?		����, ���� �� ������-
��� 0,5 ���� '������ ���� � �
� �� ������� ��� ����� �� ��������� 
�������. G ?��� ��
��� � ����
 ������� ���
����� ����� ������ 

������ ,
2
11

2
1

000 "
#
$

%
&
' � AAA  � � ����
 ���� �
��� ������ 

.25,2
2
11 0

2

0 AA �"
#
$

%
&
'   K��� �������# �� '������# � �������# ����� 

��������� ����, �� ���
��� ��� ����,�� ?		���: ��������, ���� 
?�
 �������# ��������� � ����� ������� ������, �� � ����
 ���� 

�
��� ����� 
12

0 12
11 "

#
$

%
&
' A = 2,613A0, � ���� ��������� � '�������� 

���� ������ ����, �� �������� �
��� �������� �"
#
$

%
&
' 

365

0 365
11A  

= 2,715A0 �
�. K��� ����������� ���� (���, �������, �������� ����-
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�������), ��� �������� ��������-'������� ���������� ��������-
��, �� � ����� � ����
 ���� ����� �������� 

000 ...718,211lim AeA
n

A
n

n
���"

#
$

%
&
' 

��
 

�
����. <���� ����'��, ��� ����������� ������ 100 % ?		�����-
��� ������ ����� ��������� 171,…%, ��� �
��������� �
�,�. 

:���������� ����
������ ����� �������� ��� ��
���, ����� 
����������� ������ ����� �
��� p % (������ 100 %). <���� (�����-
�������) ��'������ �������� �
��� ������ �
��� 

.
100

1lim
100

1lim
100100

00

p

p
n

n

n

n n
pA

n
pA

1
1
1

2

3

4
4
4

5

6
"
#
$

%
&
' �"

#
$

%
&
' 

����
 

=������� (1.7) ���������, '���#������ � ���������� ������, 
��� n � � �
��� ����� �������� ����� e, ��� ��� �������� �
��� 

�
��� .100
0

p

eA  
;��������� ��� ����� ���
# ���
���#, ����� �
��� A0, ���-

������ � ���� ��� p % �������, �������� �� ���� ���, � �#��� ��-
�������� t ���. &��� ������
��� [0, t] �� n ������ �������� � '�-
��� 
�������� n � �������������, ���
��� ������������ ��'���-
�
# ������
# �
��
 

.
100

1lim
100

1lim 100
0

100100

00

pt

pt

pt
n

n

n

n
eA

n
ptAt

n
pA �

1
1
1

2

3

4
4
4

5

6
"
#
$

%
&
' �"

#
$

%
&
' 

����
 

*���
�
 

 
tp

eAA 100
0�  (1.10) 

��� �������� �
��� ������ ��'���#� �������� ��������!  
�����	��. 
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/�������, ��� ������� ������ 100 % ����� � ����
 ������� 
���� ���
���� A0e

2 = 7,414…A0, �.�. 
�������� ��������� ������� 
����� ��� � ���� ��'. 

§ 1.7. ;��������� ���"� � ,���������  
,���A�� ������� 

����������.  /������ f(x) ������	�� ����	��	� ����� 
��
 x � x0, ��� � � ,0lim

0

�
�

xf
xx

 � ����	��	� ����!�� ��
 x � x0, 

��� � � .lim
0

���
�

xf
xx

 

=���������� ����
#��� ��� �������. 
:������ 1.2.  $���� � ��������� ���! �������� ����! 

������� (��� x � x0) ����� �����	�� �������� ������ ����-
����� (��� x � x0). 

&�� ����'��������� ����
�� �������'������� ������ �������-
�� ���������� �������� (§ 1.4, �. 2, �������� 1 � 2). 

:������ 1.3. ��������� �������� ����� ������� �� ��-
��������� ������� �	
 ����� �������� ����� �������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� f(x) – ���������� ����� 	
����� 
��� x � x0: ,0)(lim

0

�
�

xf
xx

 � g(x) – ������������ 	
�����: |g(x)| ) A 

(A = const) ��� �#��� x. L���,��  

0 ) |f(x)�g(x)| ) A|f(x)|. 

������ � ������ ����� ����������� (�.�. 0 � A|f(x)|) ���#� ��� 
x � x0 ������ 0. �� �'�������
 ��������# � ������� 	
����� 
������ ����, �.�. |f(x)�g(x)|, ����� ����� ������ 0. ���#�� ������-
��� ����'�� ����
�� .0)()(lim

0

�
�

xgxf
xx

 

������ '������� ����� ������ � ��������� ���	���� 
)(/)( xgxf  ��
� ���������� ����� (��� x � x0) 	
�����. G ����� 

��
��� � ������� ������ �������� ������ ������������� ���'��� 
����'�. G�� ��������� ��������: 

0lim
2

0
�

� x
x

x
, ���

� 20
lim

x
x

x
, 

x
x

x

x

1sin
lim

0�
 �� �
�����
��. 
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L������, ��� ������������ ����,���� ��
� ���������� ����� 
	
����� ������������ ���'������
# �������� ��� ���� �������-
��� ��������������� �����'�, ��������
 �� ������������ ������� 
������ ����,���� ������������ ������,�� ������� ����������-
����� �����'� – ������� ����������� 	
�����. 

!���
 ��������� ���������� ����� � ���������� ����,�� 
	
����� �
�����
�� ��������� ���'�: ���� f(x) – ���������� ����-

,�� (��� x � x0), �� � �xf
1  – ���������� ����� ( ��� x � x0). 

��� ��������� ���������� ����� 	
����� ����� ������'
#� 
������ "���������� ����� ����� �������� �������". 

����������.  ���	
 f(x) � g(x) – �� �������� ���� 
������� ��� x � x0. 0� �������, �	� f(x) �	
 ����	��	� ����� 
����� �����"� ������, ��� g(x), ��� 

.0
)(
)(lim

0

�
� xg

xf
xx

 

/�������, ��� x � 0 	
����� x2 ���� ���������� ����� ����� 
�������� �������, ��� x. 

§ 1.8. ������"����#� ������� 

������� �������������, ��� � ������� �������, 
 ���� �' ���-
�������� � �������������� �����'�. 

1. ������"����#� ������� � #���� 

����������.  /������ f(x), ��������� � ���	���� ���-
�	���	� 	���� x0, ������	�� 	�������	�� � #��� ����, ��� 
���� ������� � 	��� x0 ��'�	��	 � ���� ������� � �	�� 
	���: 

 ).()(lim 0
0

xfxf
xx

�
�

 (1.11) 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 40

C������������� ����� (1.11): ��� ���������� x � x0 �������� 
���	��� 	
����� ������������ � ����
 f(x0), �.�. ���	�� � ����� x0 
"�� ������" (���.1.10). 

 

 y =  f(x) 
 f(x0) 

 y 

 x
 x0

 

)��. 1.10 

D������� ����������� ������� 	
�����, ����� ���� � ����� 
��'����
��� ����������� ������������� 	
����� � �����: f(x) ��-
�������� � ����� x0, ���� ��� �#��� ������������������ x1, x2, …, 
���������� � x0, ����������
#��� ������������������ f(x1), 
f(x2), … �������� � ����
 f(x0). 

�������� ��� ���� ����������� �������������, �������, �� 
�
�����
, ����	��'��
�� ������ ��,� �����������. �
��� x – �#-
��� ����� �' ����������� ����� x0. ;�'����� f(x) 
 f(x0), ��� �'����-
��, ��'������� �����'��� 	
�����. ������ ��,
� x 
 x0 =�7x, 
f(x) 
 f(x0) = 7y. <���� ����'��, 

7y = f(x0 + 7x) 
 f(x0), 

�.�. 7y �������� ��������� 	
������ �� 7x. <���� ����������� ��-
����������� f(x) � ����� x0 ����� '������� � ���� 
������ 

 .0lim
0

�7
�7

y
x

 (1.12) 

&������������, ��������� (1.12) �'������ 

� � � � ,0limlim 0000
�
7

�7�7
xfxxf

xx
 ��� � � � �,lim 000

xfxxf
x

�7
�7

 

��� ��,� �������� '����� ���������� �� (1.11). 
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B���, ������� f(x) �������� � 	��� x0, ��� �����'�� 
������� �	���	�� � ����, ����� �����'�� ������	� �	�-
��	�� � ����. 

D����� ��� ���� ������������ �������������. ;��������  
(1.11) ����� '������� � ���� 

� � ,limlim
00

"
#
$

%
&
'�

��
xfxf

xxxx
 

�.�. 	
����� f(x) ����������, ���� ����� ���	
 ��	��� �����-
�� f � lim (�������# ���������� 	
����� � �������# ����������� 
��������). 

�
��� 	
����� f(x) '����� �� ����'�� [a, b]. !���� �� �������� 
� ������������� f(x) � ����� a (��� � ����� b)? B����� �' ������� 
��,� ����������� �������������, �������, ����'�, ��� ��� 	
��-
��� �� ���������� ����� �� a. ��?���
 ������ ������� �������-
������ �������������. 

����������.  /������ f(x), ��������� �� �	��� [a, b], 
������	�� ��������� � 	��� a ������, ��� 

� � � �.lim
0

afxf
ax

�
�

 

:��������� ������������ ������������� f(x) � ����� b �����: 

� � � �.lim
0

bfxf
bx

�

�

 

/�������, 	
����� 

�
�
�

�

�

�
,0 ,1
,0 ,1

)(
x���
x���

xf  

� ����� x0 = 0 ���������� ������, ��� ��� � � ;11limlim
00

��
�

xf
x

 ��-

���� �� �� 	
����� � ����� 0 �� �������� ����������� �����, ��� 
��� ,1)1lim()(lim

00

�
�


�
xf

x
 � �� ����� ��� f (0) = +1. 
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2. ������#������� �������� ��  
������"��"�� ������&�� 

&�� ��,���� ������� � ������������� ��� ��� ���� �������-
��� 	
����� ����'�� '���� �� �������� ��� 	
�������, ������� 
�������#� �������������, �.�., �
�
�� ������������ � �����-
������ 	
������, ��#� ����� ����������� 	
�����. J ����
 ��-
��� �������� ��������� ������ ����� ���	����������. 

:������ 1.4.  *��� ������� f(x) � g(x) �������� � 	��� x0, 
	� ������ �� ������� 

 f(x) + g(x), f(x) 
 g(x), f(x)�g(x), 
)(
)(

xg
xf  (1.13) 

(�������� ��� g(x0) � 0) 	��� �������� � 	��� x0. 

&������, ��������, ������������� � �
� �xg
xf  � ����� x0 (��� 
���-

��� g(x0) � 0). !� ����� 

� �
� �

� �
� �

� �
� �0

0

0

0

0 lim

lim
lim

xg
xf

xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
��

�

�

�
, 

��� � ����������� ���
����. :��������� ����'������� ��������-
����� ��������� 	
����� �' ���� (1.13). 

&���'����� ������� ��'������ 
��������� ������������� '��-
���������� ������ 	
�����. !� ������� �' ����, ��� ������ �' 
	
����� 

f(x) = c = const, f(x) = x 

���������� � �#��� �����. �������� ������
 1.4, ���
��� �����, 
��� �#��� 	
����� ���� 

P(x) = a0 + a1x + a2x
2 + … + anx

n 
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(�.�. �#��� ��������� �� x) ���������� � �#��� ����� x0, � �#��� 

	
����� ���� � �
� �xQ
xP , ��� P(x) � Q(x) – ��� ����������, ���������� 

� �#��� ����� x0, ��� Q(x) � 0. 
/�������, 	
�����  

54
2

2

3





xx

x  

���������� � �#��� ����� x0, '� ����#������ x0 = 1 � x0 = 
5 (���-
�� '����������). 

&�
��� ���� ��������, �������#��� �������������, �
�
� 

��'��� � § 1.15. 

3. 
��#�&��#�� ����� ������"���� ������� 

�
��� f(x) ���������� � ����� x0 � f(x0) > 0. �������, ��� 	���� 
��'�	��	 	���� ����	���	
 	���� x0, �� ��! 	����! ��	���� 
f(x) > 0. 

"
��� ����
����� �� ����������. &��
����, ��� � �#��� ����-
������� ����� x0 ���� �����, ��� f ) 0. ��������, ��� � ?��� ��
��� 
����� ����� ������������������ x1, x2, …, ������
#�� � x0, ���-
��� f(xi) ) 0 ��� ���� i. /� � ����� ��
��� � �ii

xf
��

lim  ����� �� ����-

,� 0, � ?�� ������������ ��������
 � � � � .0lim 0
0

��
�

xfxf
xx

 ���
���-

��� ������������ ����'�����, ��� �
�����
�� ����������� ����� 
x0, � ������� f(x) > 0. 

:���������, ���� f(x) ���������� � ����� x0 � f(x0) < 0, �� �
-
�����
�� ����������� ����� x0, � ������� f(x) < 0. 

B���, ��� ������� f(x) �������� � 	��� x0, ����� f(x0) � 0, 
	� ��'�	��	 ����	���	
 	���� x0, �� ��! 	����! ��	���� f(x) 
��	 	�	 � ����, �	� � � 	��� x0. 
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4. )��A������ ���&#�& ������"����#� 
������� � #���� 

;�������� 

 � � � �0
0

lim xfxf
xx

�
�

, (1.14) 

����#����� ������������ ������������� 	
����� � �����, ����� 
�������� � � ����� ,������ ������. ��� ?��� �����'������� ���-
������, ����� 	
����� f(x) ���� ���������� �� ���� ������ �' ��-
������� ����������� ����� x0. !���� '������� ?�� ���������� ��-
��� ������, � ������ – ����� x0 ����������� ������� ����������� 
X 	
����� f(x) � �������� ����
��� 	����� ��� X. /�������, ��-
�� ��������� X ���� ����'�� [a, b], �� ����� ����'�� ����������� 
X � ����#��� ����������� ������� ��� X. 

����������.  ���	
 ������� f(x) ������� �� �����	� 
X � ���	
 x0 �	
 	����, ���������'�� �����	�� X � �����-
'���� ����
��� ��� X. 0� �����, �	� f(x) 	�������	� � 	��� 
x0, ��� ���� � �xf

xx 0

lim
�

 ��'�	��	 � ���� f(x0). 

���� ���������� ������������� ��
���, ����� 	
����� f(x) '�-
���� ��,� � ����� ������� �� ����� x0, �������� ������: ?�� �'��-
����, ��� f(x) ���������� �� ����'�� ���� [x0, x1], ��� x1 > x0. K��� � 
?��� ��
��� f(x) ���������� � ����� x0, �� ������� � ������������� 
f(x) � ����� x0 ������. K��� f(x) ���������� ����� �� x0, �� � ��
��� 
������������� f(x) � ����� x0 ������� � ������������� ����. 

G������, ������� ��� ���� ��
���, �� ������� �� ������ �� 
�������������� ������� �������������. A�� ��
���, ����� 	
��-
��� ���������� � ����� x0, �� �� ���������� � ���'��� ������. 
������ �� ?��� ���� ����� �����������. 

����������.  ����� x0 � X ������	�� 
���
����		�� 	��-
��� �����	�� X, ��� ��'�	��	 	���� ��	���� (x0 
 �, x0 + �), 
�� � > 0, � ��	���� �	 �� ����� 	���� �� X, ���� �����  
	���� x0. 

/���
��� ������, ��� �#��� ����� ��������� X ���� �������� 
���������� ��� X, ���� �������� �'����������� ������ ���-
������ X. &������������, ���� ����� x0 �� �'�����������, �� � �#-
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��� ���'���� �� ��� ����
��� ����� �' X, �������� �� x0, � ?�� � 
�'������, ��� x0 – ���������� ����� ��� X. 

G ���������� � ������
 ��,� ����������# ������ ����
#-
��� �����,����. 

*��� ������� f(x) ������� �� �����	� X � x0 – �������-
������ 	���� X, 	� ���� ���	�	
, �	� f(x) �������� �  
	��� x0. 

X���, ��� � ?��� ��
��� ������������ � ��������
 (1.14) �� �� 
�����, ��������
 ������ ������ ����� ���������, ������� � ��-
��� �����. 

G '���#����� ������� �������	� ������ ��� ���� ������-
�����. 

����������.  /������ f(x), ��������� �� �����	� X, 
������	�� 	�������	�� �� �	�� �����	�, ��� ��� ������-
�� � ������ 	��� �� X. 

§ 1.9. :������ � �#&$���>-�!�& �#�����!.  
:���"� $�����" �������$� ���%��#�� 

&�� �������,���, ����� 
��
�������� �'
����� ����������� 
	
�����, ���������� ������� ����
������ � ������
 � ����'��� 
���
 ������
, �'����#�
#, � �'������� ������, ������������� 
������ ��������� �������������� �����. 

 b1b2 b3 a3 a2 a1 

 

)��. 1.11 

����������.  ��������	�
���	
 �	����� 

[a1, b1],  [a2, b2], … 

������	�� ���"
�������� �
������ ������� (���. 1.11), ��� 
�������� ��� �������: 
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1) ������ �����'�� �	���� ������	�� � ������'�, 
	.. [an + 1, bn + 1] � [an, bn] (n = 1, 2,…); 

2) ����� �	���� [an, bn] � ���	�� �� ����� n �	���	�� � 
����, 	.. � � .0lim �


��
nnn

ab  

��������
 �������� ������ �  �������������� ��� ��������-
���, �� ���#��� "��������", �� ���
������ ����, ��� ������� ��-
��'���, 
����������#��� 
������� 1) � 2), ����������� ���'�����-
�� � ���	���� 	��� �������� ������. &���� ����� ����
# 	��-
�
������
 ?���� ���������. 

:������ 1.5  (� ���"
�������� �
����� �������). ,�� ��-
��� �	������'��� ���	�� �	����� ��'�	��	 	����, ���-
	�� ����	�����, ���������'�� ��� �	�� �	�����. 

& � � � ' � � � � � � � � � . ������������������ a1, a2, … ����� ���-
��� ����'��� ��������, ��������, ���������� (��
����#���), ��-
������
 a1 ) a2 ) …. <�� ��� ��� ?��� ��� ����� a1, a2,… �� ������-
�����, ��������, b1, �� ?�� ������������������ �������� ����� ��-
����������. �� ������� 1.1 �
�����
�� ����� .lim nn

aa
��

�  <�� ��� 

��� �#��� n ����� an � a1, �� � a � a1. :��������� �' an � a2, ��� 
n  = 2, 3,… ����
�� a � a2. <���� ��� �� ���
��� a � a3, a � a4 � �.�. 
= ��
��� �������, ��������
 ��� ����� ������������������ {an} 

����������#� 
�����# an ) b1, �� � a ) b1; ����� ��� �� ���
��� 
a ) b2, a ) b3 � �.�. <���� ����'��, ����� an ) a ) bn ��� �#��� n, 
�.�. ����� a ����������� ���� ����'��� [an, bn]. �������� ����'���, 
��� ��
��� �����, ������������� ���� [an, bn], �� �
�����
��. 

 ba

b1 b2a2 a1 

 

)��. 1.12 

�����������, ����
���� �� ����������, ��� ������� ����� b, 
�������� �� a � ������������� ���� [an, bn]. <���� �����, ������-
��, bn
 an � d, ��� d – ���������� ����
 ������� a � b (���. 1.12). 
�������� � ?��� ����������� � ������
 ��� n � �, ���
��� 0 � d, 
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�.�. d = 0, ��� ����'�����, ��� ��� ����� a � b ��'�����. <������ 
����'���. 

/�������� ����� ������� � �������#����� ������� ����'��� 
�������, ��� 
�� ����������, � ���, ��� �������� ������ �  "�� 
����� ��������": �������������, ���� �� �����, ������������� 
���� ����'��� �������, �� �
����������, �� ?�� �'������ �� ����-
��� "�������" � .�  

�
��� M – ������������ �����
 ��������� �����. @#��� ����� 
b, �����, ��� x ) b ��� ���� x � M, ��'������� ��!�� ������� 
��������� M. 

:������ 1.6. *��� �����	�� M ��������� ���!�, 	� ���� 
��! �� ��!��! ������ ��	�� �����
)��. 

& � � � ' � � � � � � � � �  �������� �� ����������. &��
����, ��� 
����� ������� ������ ��������� M ��� �������,��. �
��� b – ��-
���-���
�� ������� ������� ��� M. ;��������� �#��� ����� a �' 
M. B���� a ) b. ;�������� a = b ����'�����, ��� ��� ?�� �'������ 
��, ��� b – �������,�� �' ������� ������ ��������� M. =������-
������, a < b. 

;�'����� ����'�� [a, b] ������� ������ c. K��� c – ������� 
������� ��� ��������� M, �� ������� ���
# �������
 ����'��. 
K��� �� c �� �������� ������� ��������, �� ������� ����
# ����-
���
. G ����� ��
���� �������
# �������
 ����'�� [a, b] ���'��-
��� [a1, b1]. B���, ������ ����� ����'�� [a1, b1] �������� ������� 
�������� ��� M, � ����� �� ����'�� [a1, b1] ���� ����� �' M. ;�'��-
��� ����'�� [a1, b1] ������� � �' ��
� ������� ����� ������� ��-
�
# �������
 [a2, b2], ��� ������ ��� ��� ����� �' M, � � ����� ��-
��'�� [a2, b2] ����� �' M ����. A��� ������� ����� ���������� ��-
�����������, � ����� ���
��� �������#�
#�� ������
 ����'��� 

[a, b], [a1, b1], [a2, b2], …, 

�����, ��� � �#��� �' ?��� ����'��� ���#��� ����� �' M, � ������ 
����'�� ����� �' M ���. �� ������� 1.5 �
�����
�� ����� p, ���-
���������� ���� ����'���. ������ ����� p ��� ����� M, ��� ��� �� 
��� ������ �#���� ����'�� [an, bn]; ����� ����'��, p – ���� �' 
������� ������. 

�������� ����'���, ��� p – �����
)�� ������� �������. 
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�����������, ��� ?�� �� ���, � ������� ��
��� ������� �����-
�� t, t < p. G���
 ����, ��� ����'�� [an, bn] �������#��� � p, ����� 
p = lim an (n � �). <�� ��� ��� ?��� t � an (� ��������� ��
��� �� 
����'�� [an, bn] �� ����� �� ���� ����� �' M), �� t � lim an, �.�. t � p. 
/���������� t < p � t � p ������������ ��
� ��
�
. <������  
����'���. 

����������.  *��� �����	�� M ��������� ���!�, 	� 
�����
)�� �� �� ��!��! ������ ������	�� ���	�� ���$	�� 
"��	
��� �����	�� M. 

:��������� ��������#��� ������ ������� � 	����� ������ 
������� ��������� M. /����� ������� ���� ����� ����� c, ��� x � c 
��� ���� x � M; ������ ������ ������� ���� �������,�� �' ���� 
������ ������. K��� ��������� M ���������� ���'
, �� ��� ���-
��� ������ ������� ������ �
�����
�� – ?�� ����� ����'��� �� 
�������� � �������� � ������ ������� �������, �� ����� ����
-
���� ��-��
���
, '������ ��������� M �� 
M (������ '���� 
 
���� ����� �' M), ����� ������ ������� ��� M ����������� � ����-
��� ������� ��� 
M. 

K��� ��������� M ���������� � �����
, � ���'
 (�.�. ������ 
����������), �� ��� ���� �
�����
#� ��� ������ ������� – ����-
��� p � ������ q. ����'�� [p, q] – �������,�� �' ���� ����'���, 
���������� ������� ��� ��������� M. 


����� 1.11. !�������� M = (0; 1) ����������; ��� ������ 
������� �������� �������� ����� 1, ������ ������ �������� – 
����� 0. 

§ 1.10. *����#�� �������, ������"��"! �� �#����� 

/�������, ��� �������� ������
 ����� ����������# 	
����� 
f(x), ������������ �� ����'�� [a, b], ��'������� ����������� �� 
?��� ����'��, ���� ��� ���������� � ������ ����� ����'�� [a, b]. 

*
�����, ����������� �� ����'��, ������#� ����� ������ 
�������. /��� ��#��� 	���
������� � ����'��������� ?��� 
�������. K�� ��' ������� �������� �� ������������� ��'
������-
�� '����� ������� ����������� 	
����� �� ����'��. 
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*����#�� 1. :������ � ��-��#������� ����& 

*��� ������� f(x) �������� �� �	��� [a, b] � �� �����! �	-
���� �������	 ������� �����! ������ (�.�. f(a)�f(b) < 0), 	� ��-
'�	��	 	���� c � (a, b), 	���� �	� f(c) = 0 (���. 1.13). 

& � � � ' � � � � � � � � � . �����������, ��� ��������������, ��� 
f(a) < 0, f(b) > 0. ;�'����� ����'�� [a, b] ������� ������ c1. K��� 
f(c1) = 0, �� ����'����� ������. K��� �� f(c1) � 0, �� ���'����� ��-
��' [a1, b1] �
 �' ������� ����'�� [a, b], ��� ������� f(a1) < 0, 
f(b1) > 0 ( � ��
��� f(c1) > 0 – ?�� ����� ��������, ��� f(c1) < 0 – 
������). ����'�� [a1, b1] ����� ��'����� ������� ������ c2. <���� 
���� f(c2) = 0, � ����'����� ������, ���� f(c2) � 0, � ����� ���'��-
��� [a2, b2] �
 �' ������� ����'�� [a1, b1], ��� ������� f(a2) < 0, 
f(b2) > 0. 

 

 f(a)

 f(b)

 b
 c a

 O 

 y 

 x

 

)��. 1.13 

�������� ?�� ����
������, ���
��� ���� ����
 cn, � ������� 
f (cn) = 0, ���� ���������
# ������������������ ��������� ��
� � 
��
�� ����'���: 

[a1, b1] 8 [a2, b2] 8 …, 

������ ����� ����'��� ��������� � 0, ��������
 ������ ����
#-
��� ����'�� �������� ����� �' ������� ������
���� ����'��. �� 
������� � �������#����� ������� �
�����
�� ����� c, ��������-
����� ���� ����'���: 

an ) c ) bn,   n = 1, 2, …  
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B���� ,lim nn
ac

��
�  � ����� ;lim nn

bc
��

�  ��������
 	
����� f(x) 

���������� � ����� c, �� ������ ���� 

� � � �nn
afcf

��
� lim , � �nn

bfcf
��

� lim)( . 

/� f(an) < 0 ��� ���� n, ���
�� ����
�� f(c) ) 0; ���������� �' 
f(bn) > 0 ����
�� f(c) � 0. G��������� ����� ���������� f(c) ) 0 � 
f(c) � 0 �'������, ��� f(c) = 0. =������� 1 ����'���. 

*����#�� 2. :������ � �����%�#����� �������� 

���	
 f(x) �������� �� [a, b] � f(a) = A, f(b) = B, A � B. ����� 
��� ������ ����� C, ������������� ���� A � B, ����	�� 	���� 
	���� c � (a, b), �	� f(c) = C. 

B���� ������, ����������� 	
����� �� ����'�� ��������� ��� 
'�������, ������
������ ����
 �� '��������� �� ������ ����'��. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� ��� �������������� A < B. ;��-
������� 	
����# �(x) = f(x) 
 C. *
����� �(x) ���������� ����� 
'� f(x), ������ �(a) = A 
 C < 0 � �(b) = B 
 C > 0. =������� ������-
�
 1 �������� ����� c � (a, b), ��� ������� �(c) = 0, �.�. f(c) = C. 

*����#�� 3. �$����������#� ������"���� ������� 

/������ f(x), ��������� �� �	��� [a, b], ��������� �� 
�	�� �	���. 

B���� ������, �
�����
�� ����� ����� A > 0, ��� |f(x)| ) A ��� 
���� x �' [a, b]. 

& � � � ' � � � � � � � � �  �������� �� ����������. &��
����, ��� 
f(x) �� ���������� �� [a, b]. ������� a1 = a, b1 = b � ��'����� ����-
'�� [a1, b1] �������. N��� �� �� ����� �' ������� 	
����� f(x) �
-
��� ������������; '�	�����
�� ���
 �' ����� ������� � ���'��-
��� �� [a2, b2]. =���� ��'����� ����'�� [a2, b2] ������� � ���'��-
��� [a3, b3] �
 �' �������, ��� 	
����� ������������. B ��� �����. 
G ����� ���
��� ���������
# ������������������ ��������� 
��
� � ��
�� ����'���: 

[a1, b1] 8 [a2, b2] 8 … , 
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����� ������� ��������� � �
�#; ��� ?��� �� ������ �' ����'��� 
	
����� f(x) ������������. �� ������� � �������#����� ������� 
����'��� �
�����
�� ����� x0, ������������� ���� ����'���. 

<�� ��� f(x) ������������ �� [a1, b1], �� �������� ����� 
x1 � [a1, b1], ��� ������� |f(x1)| > 1. <�� ��� f(x) ������������ �� 
[a2, b2], �� �������� ����� x2 � [a2, b2], ��� ������� |f(x2)| > 2. ���-
������ ?�� ����
������, ���
��� ���������
# �������������-
����� ����� x1, x2,…, ����� ��� xn � [an, bn] � |f(xn)| > n (n = 1, 2,…). 
��������, ��� .lim 0xxnn

�
��

 G���
 ������������� 	
����� f(x) � 

����� x0 ���#�� ������ ��������� ),()(lim 0xfxf nn
�

��
 �.�. �������-

����������� ����� f(x1), f(x2), … ������ ���� ����������. /� � ��-
��� ��
��� ?�� ������������������ ���'������� ���������� (����-
���� 2 �.2 §1.2). !���
 ��� ����������� |f(x1)| > 1, |f(x2)| > 2, … ��-
��'���#�, ��� ?�� ������������������ ������������. ���
���� 
������������. 

*����#�� 4. ���#�%���� ������! �������� 

,�� ������ ������� f(x), ��������� �� �	��� [a, b], ��'-
�	��	 	���� c � [a, b], 	����, �	� f(c) � f(x) ��� ��! x � [a, b] � 
	���� d � [a, b], 	����, �	� f(d) ) f(x) ��� ��! x � [a, b]. 

B���� ������, 	
�����, ����������� �� ����'��, ��������� �� 
��� ��� ������ �������,���, ��� � ������ �������,��� '�������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . ���'����� E(f ) ��������� '������� 
	
����� f(x) �� ����'�� [a, b], �.�. 

E( f ) = {f(x) | x � [a, b]}. 

=������� �������
 3 ��������� E(f ) ������������, ��?���
 
��� ����� (��. ����� § 1.9) ����
# ����## ������
 m � ����
# 
�����## ������
 M. &������, ��� �
�����
#� ����� c � [a, b], 
��� ������� f(c) = M, � ����� d � [a, b], ��� ������� f(d) = m. A���, 
��������, � �
��� ����'��� �������� 4. 

�����������, ��� ����� c � ����� ��������� �� �
�����
��, 
�.�. ��� f(x) � M ��� ���� x � [a, b]. ;��������� ����� ��������-
�����
# 	
����# 

� � .
)(

1
xfM

xF



�  
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L���������� ?��� ����� – ����������� �� [a, b] 	
����� (����� 
'� f(x)), �� ������#����� �� � ����� ����� � �
��, � �����
, ����
 
f(x) ) M, ������ �������������. =������� �������
 3 ����������� 
	
����� F(x) ���������� �� [a, b]. =������������, �������� ����� 
����� K > 0, ��� F(x) ) K ��� ���� x � [a, b]. 

B���, ����� 

,
)(

1 K
xfM

)



 

���, 
�������, ��� M 
 f(x) > 0,  

K
xfM 1)( �
 . 

=������������, 
K

Mxf 1)( 
) , ��� ������������ �����
 M ��� 

	����� ������� ������� ��������� E(f). 
���
������ ������������ ����'�����, ��� ����� c � [a, b], ��� 

������� f(c) = M, �
�����
��. :��������� ����'������� �
������-
����� ����� d � [a, b], ��� ������� f(d) = m. =������� 4 ����'���. 

*����#�� 5. /��%��#�� �������� ������"���� ������� 

*��� ������� f(x) �������� �� �	��� [a, b], 	� �����	�� 
E(f) ������� ������� 	��� ����	�� �	�����. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �� �������
 4 �
�����
#� c, d � [a, b], 
�����, ��� f(c) = M = max f �� [a, b], f(d) = m = min f �� [a, b]. 

K��� m = M, �� f(x) – ���������� 	
�����, � E(f ) ���� ����'��, 
��������� �' ������������ ����� m. 

G ��������� ��
��� (�.�. ��� m < M) �#��� ����� C, '���#���-
��� ����
 m � M, ����� �������� (�� �������
 2) '�������� 	
��-
���, �.�. ����������� E(f ). =������������, E(f ) ���� ����'�� 
[m, M]. =������� 5 ����'���. 

<���� ����'��, �������, ��������� �� �	��� [a, b], �	�-
�����	 �� ����� �� ���	���� �	����. 
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/� ���. 1.14 ��������� E( f ) '������� 	
����� �� [a, b] ����-
���� ������� ������ (�� ��� Oy). A�� ��������� ����'�� [m, M]. 

  y 

 x O 

 M 

 m 
 b a

 
)��. 1.14 

=���
#��� �������� 	
�����, ����������� �� ����'��, ����� 
��'����� ���������� ���������	�. ��� �
��� ������'�����  
� ����� 4. 

*����#�� 6. )���������& ������"����#� 
*��� ������� f(x) �������� �� �	��� [a, b], 	� ��� ������ 

������	�
���� ����� � ����	�� 	��� ������	�
�� 9, �	� 
������	
 ������� ������� � ����! ���! 	����! �	����, �	-
�	��'�! ���� �	 ����� ��
), �� �� 9, �� ������ ��
), �� �: 

| x1 
 x2| < 9 � |  f (x1) 
 f (x2)| < �. 

& � � � ' � � � � � � � � �  ������ � ���������� 3 � ������ �����. 

§ 1.11. ������"����#� ���%��� � �,��#��� �������. 
������"����#� C�����#���"! ������� 

;���� (� § 1.9) 
�� ����������, ��� ���	���������� �������� 
��� 	
������� �������#� �������������. <����� ������� � ����
 
��������, �������#��� �������������, ��� ���: ���	����� 
������� ������� � ��!�� �	 ������ ������� � ����	���. 
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:������ 1.7  (� 	�������	���
 ����	�� ��	�

). ���	
 
���� �� �������� �������: 

x = h(t), �	�������'�� �����	�� T � �����	�� X; 
y = g(x), �	�������'�� �����	�� X � �����	�� Y. 
����� ������� ������� y = g(h(t)) �������� �� �����	� T 

(� �	������	 �� �� Y). 
& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� t0 � T. K��� t0 – �'����������� 

����� ��������� T, �� 	
����� y = g(h(t)) ���������� � ?��� ����� 
�� ����������# (§ 1.8 �.4). �
��� ������ t0 – ���������� ����� ��� 
T. ;��������� ����'�����
# ������������������ t1, t2, … ����� �' 
T, ������
#�� � t0. G��������� ������������� h(t) �������������-
����� h(t1), h(t2), … �������� � ����
 h(t0). �������  

x1 = h(t1), x2 = h(t2), …; x0 = h(t0). 

G���
 ������������� g(x) ������������������ g(x1), g(x2), … 
������ ��������� � ����
 g(x0). B���, ������������������ '����-
��� ������� 	
����� 

g(h(t1)), g(h(t2)), … 

�������� � ����
 g(h(t0)), ��� � ����'����� ������������� ������� 
	
����� � ����� t0. 

:������ 1.8 (� 	�������	���
 �����	�� ��	�

). ���	
 
������� y = f(x) �������� � ������	�	 �� �	��� [a, b]. ����� 
����	��� ������� x = f 
1(y) 	��� �������� � ������	�	 �� 
[f(a), f(b)]. 

(:���������� 
���������� ����������� ��� ����������� ���-
���'� 	
�����.) 

& � � � ' � � � � � � � � � . G�'�������� 1
f ��������������� ����
-

�� �' ��'�������� f. &������ ������������� 1
f  � �#��� ����� 
y0 � [f(a), f(b)]. 

������� x0 = f 
1(y0), �.�. f(x0) = y0. G�'���� ����'�����
# ��-
���������������� y1, y2,… �' [f(a), f(b)], ������
#�� � y0; ��� ���-
����� �
��� �������, ��� ?�� ������������������ ��'�����#���, 
�.�. y1 < y2 < … (���. 1.15). �
��� x1, x2,… – ����������
#��� ��-
���������������� '������� ,1
f  ����� x1 < x2 < … . G���
 ����, ��� 
������������������ x1, x2, … – ��'�����#��� � ������������ (��� 
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����� ������������������ ���������� � [a, b]), �
�����
�� ������ 
nn

xc
��

� lim . D������� ������������� 	
����� f � ����� c, �
��� 

����� f(c) = lim f(xn) = lim yn = y0; ����������� f(x0) = y0 � f(c) = y0, 
���
���� x0 = c.  

 y 

y1 

y0 
f(b) 

f(a) 

x b x0 x2 x1a O 

y2 

 

)��. 1.15 

B���, lim xn = x0, ��� 

 lim f 
1(yn) = f 
1(y0), (1.15) 

��� � ����'����� ������������� 	
����� f 
1 � ����� y0. 
K��� ������������������ y1, y2, … �� �������� ����������, �� 

��������� (1.15) ��� ������ �� ���
������. ������, ���� �' ?��� 
������������������ ������� �#�
# ����	����� ������������-
��������� ,...,,

21 nn
yy  �� �� ����'�����
 ���
����, ��� ���������-

��������� ����� 

�),(),(
21

11
nn yfyf 

  

�������� � ����
 f 
1(y0). ������ ��' ����'��������� ����
#��� 
	���: ���� ������������������ ����� ������, ��� �#��� �� ����-
������ ��������������������� �������� � �����
 � ���
 ��  
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����
 A, �� � ��� ������������������ �������� � A. ���#�� ����
�� 
(1.15), ��� � '����,��� ����'��������� �������. 

G ����� ����
�������, �����,�� ����� ��������, �� �������-
�� ���������� �� ��� ���������� 	
�����, � �������� ���������� 
����� ���� �� ��������, ������ – �� ����	����! �������. J�� 
�� ������� ���� � �������������# ?����������� 	
�����? ���� 
�' ������ ������ ������ ��������������� �����'� 
��������� 
����
#���. 

:������ 1.9. %���� ����	����� ������� �������� � ��-
��� 	���, ���������'� �����	� �������� �������. 

&�� ����'��������� ���������� ��������� ������������� ��-
������ ?����������� 	
�����: 

y = x a,  y = a x,  y = log a x (a > 0, a � 1), 
y = sin x,  y = cos x,  y = tg x, 

 y = arcsin x,  y = arccos x,  y = arctg x, (1.16) 

��������
 �#��� ��
��� ?����������� 	
����� ���
������ �' ?��� 
� ������# ��������, �������#��� �������������: ���	������-
����, � ����� ����������� ������� 	
�����. 

/������������ ������ �' 	
����� (1.16) ����'������� � ��-
����# ������ ������������ ����
������. L��������� ?��� '���� 
�� �
���, �������
� � ���������
 ������������# � ���	���� 
	
����� (1.16). 


����� 1.12. *
����� 
x

y 1arcsin�  ���������� �� ���� ��-

����� �� �
�����������, �.�. ��� ]1;1[1

�

x
, ���, ��� �� ��, ��� x � 

� (
�, 
1]0[1, �). 

§ 1.12. 
��#���"� ����� �"��� 

=������� 1 ����������� 	
����� (������� � �
����������� 
�����) ������� ����������� ���������� � �������������� ���-
��! �����. J�� �'������, ��� �������� ��������� �������� ����-
,���� – ����� � ��������. B ��, � ��
��� '������ �� ������ 
	�������, ����� ������� ������� – ?�� ��� ������.  
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���'����� ���
 ������ p, ��F�� ������ D, �������
 ��������-
��� S (�� ������ �
�� ���������� ���� Price – ����, Demand – 
�����, Supply – �����������). ��� ����� p ����� D(p) 
 S(p) > 0 
(����� �����,��� �����������), ��� ����,�� p, ��������, 
D(p) 
 S(p) < 0. =����� D(p) � S(p) ������������ 	
�������, ���-
����� � '���#����#, ��� �
�����
�� ����� ���� p*, ��� ������� 
D(p*) = S(p*), �.�. ����� ����� ����������# (���. 1.16). E��� p* 
��'������� ����������, ����� � ����������� � ����� ��
��� ���-
�� ��'���#��� �����������. 

 q

 O 

 D

 S

 q1  q2 q* q3

 p1 

 p2 

 p* 

 p 

 
)��. 1.16 

D����������� ����������� ���� – ���� �' ������� '���� ���-
��. ;��������� �����
# ������ ������ ����������� ���� – ��� ��-
'�����
# ���	����� ����
. ��� ��F������ 	������ ���
����� 
�������#����� ������ �'������� ��F���� ������� � ���, �����-
���, ���������'���������� �������. 

�����������, ��� ��,���� � �������� ��F��� ����'������� 
����������� � '���������� �� ���� ������ � ������
��� ������ 
�������. <��, �������, �������
# ��� ���������'��������
# 
�
���
�
, ������#� � '���������� �� �� ����, ������,���� � ���-
���
��� ���
. 

;��������� ���
���#, �'��������
# �� ���. 1.16. 
�
��� � ������ �������� ������ ����������� q1 ���� �� ����-

����# � ����������� ������������ q*. <���� � ?��� �������  
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�'-'� ���������� ������ �� ���� 
���������� ������� ���� p1. D��-
����� ?�� ��������������, ����'�������� ���,���� ���
�� � �� 
������ ������� ��������� ����,�� ���������� ������ q2. ��-
������
 q2 > q*, �� ������ ������� �
��� ����#������ �'����� 
�����������, ��� �������� � �������# ���� �� p2. ������� ���� 
��'���� �������� ����'�������, � � ������� �������� ������� 
����������� q3, ��� �� ��� � � ������, ������ ����,� ����������-
��, ��?���
 �������,�� �������� ����������� � ������ �
��� 
���������� ��������� ��������� ��,� ����. ��� ?��� ������
�� 
��������� ��� �
��� ���������� 
����,�����, �������� � 0, �.�. 
"��
���� ���
��������". 

<���� �������� �������� ����������
�� ��
��#, ����� ����� D 
������ � ������ ����� ��
�� ����� ����������� S ������������ 
��� ���. 

 

 q

 O 

 D

 S

 q1  q2 q*

 p2 

 p1 
 p* 

 p 

 

)��. 1.17 

G������, "��
����" ����� � "�����
��������", ���� ����� 
������ ����� �������, ��� ����� �����������. =���������
#��� 
���������� ��������� ������ � ����������� ���������� �� 
���. 1.17. 
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§ 1.13. @������ ���������! ��������"! 

1. ���������� ������� ���������! ��������"!.  
����� � �����!���#� �����& 

&� ��� ��� ��������������� �������� 	
����� y = f(x) ����� 
���������� x. �������# ����������� ����� 	
����� �������� 
��������� .X � �  ������� ������� n ������! ���������'
��-
�� ���, ��� �������# �� ����������� �������� ������������ X 
����	����	�� ,n�  n > 1. G ?��� ��
��� '������� ���
����� x 
������������ ����� ����
 (x1, x2,…, xn) �' ;n�  ��������������  
��,
� 
 y = f(x1, x2,…, xn) (1.17) 

(���������� y �������� 	
������ �� n ���������� x1, x2,…, xn, ��� 
(x1, x2,…, xn) � X). 

&�� 	
����� ���! ���������� (n = 2) ������ x1, x2, y ��,
� 
������ x, y, z, ����� (1.17) ��������� ��� 

 z = f(x, y); (1.18) 
����� (x, y) ��������� ������� ����������� 2X � �  	
����� f. 

%���� ������ 	
����� (1.18) ��'���#� ����# 

f(x, y) = C 

�� ������������ ���������, � ������ ������� 	
����� f ��������� 
���������� '������� C. 

/�������, ��� 	
����� z = lnx + lny (x > 0, y > 0) �#��� �' ��-
��� 
����� ������������ 
�������� x > 0, y > 0, xy = C (���������-
��, $ > 0) � ������������ ����� ����� ��������� xy = C, �������-
����
# � ������ ��������. 

��� n > 2 ����
�� �������� �� � ������, � � �����	��! ����-
��. !�������� 
����� ����� 
�������� 

f(x1, x2,…, xn) = C 

� ��������������� ��� "�����������" � .n�  

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 60

 

)��. 1.18 

/�������, ����������� 
����� 	
�����  

u = x2 + y2 + z2 

���� ����������� � 3;�  ��� ������������ 
��������� 

x2 + y2 + z2 = C, 

��� C � 0, � ������������ ����� �	��
 ����
�� C  � ������� � ��-
���� ���������. &�� 	
����� 

z
yxu

221 
�   (z � 0) 
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����������� 
����� ������������ 
��������� 

1 + x2 + y2 = Cz 

� ������������ ����� ����������� �������� � ���# z (������� 
����������� z = const – ���
������). ���� �' ����� ������������ 

����� C =1 ����'��� �� ���. 1.18. 

2. D�����#���"� ������� ���������! ��������"! 

������������ ���������� ��������������� �����'�, ���'����� 
� 	
������� ���������� ����������, ����������#��� � �������� 
����	������ ���������. 

����������. /������ f(x1, …, xn), �������� ���	���� ���-
��	������ ��������, ������	�� #����	���	��, ��� �  ��-
���
 �!���	 	��
��: 1) ������� ����! ������! x1, …, xn;  
2) ����� �����	�����! ������� +, 
, �, : ; 3) ������; 4) ������� 
�������! ����	����! ������� ����� �������: 

(…)a – ������ �	����� �������, 
a(…) – ������ ������	�
��� �������, 
log a (…) – ������ �������������� �������, 
sin(…), cos(…), tg(…) –� ������� 	�������	������! ����-

���, 
arcsin(…), arccos(…), arctg(…) – ������� ����	��! 	������-

�	������! �������. 
�������# ����������� ?����������� 	
����� f(x1, …, xn) ���-

�� ������� ��������� ���� ����� (x1, …, xn) � ,n�  ��� ������� 
���������, '���#��� 	
����#, ����� ����� (�&L). 

/�������, 	
����� 

� � � �� �11
1log2

21
322

sin1 1
2




� 


xx
xxy x  

�������� ?����������� 	
������ ���� ���������� x1, x2, x3. K� ��-
����� ����������� '������� � ������������ 3�  
�������� 

x2x3 > 0,  x1 � 1,  x2 � 1. 
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§ 1.14. *!�����#� #���� � .�n  �#��"#"�  
� ������#"� ���%��#��. 
���� � ������"����#�  
�& ������� ���������! ��������"! 

1. )���#�&��� ��%� #������ � �n  

/�������, ��� � ������������ 1�  (�.�. �� �������� ������) 
���������� ����
 ������� x1 � x2 ����� || 21 xx 
 , � ������������ 

2�  ��� ���������� ����
 ������� ),( 11 yxP  � ),( 22 yxQ  ���������-
�� 	���
�� 

 � � � � ,),( 2
21

2
21 yyxxQP 

�:  (1.19) 

� � ������������ 3�  – 	���
�� 

 � � � � � � � � ,, 2
21

2
21

2
21 zzyyxxQP 


�:  (1.20) 

��� ),,( 111 zyxPP � , ).,,( 222 zyxQQ �  
G ������������ ,n�  ��� n > 3, � ���������� ����� �������� 

��,� � 
������� ������, ��� ��� ����� � n�  �� ���#� ��������-
��������� ��������������� ������������. :��������� 	���
��� 
(1.19) � (1.20) ���������� ���������� � ,n�  ��� n > 3, 	���
��� 

 � � � �22
11 ...||),( nn xxxxqpqp ((
(((
(�
�: , (1.21) 

��� )...,,,( 21 nxxxp (((� , )...,,,( 21 nxxxq ((((((�  – ��� ����'������� �����  
�' .n�  

G�������� ����� �
��� ���������� � n�  �������� ����
#���� 
����������: 

1) : (p, q) > 0, ���� p � q, � : (p, p) = 0; 
2) : (p, q) = : (q, p);�
3) : (p, q) + : (q, r) � : (p, r),  (1.22) 

������ �� �� ���� ����� p, q, r. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 63

=������� 1 � 2 ��������� ����'�� ����
#� �' ����������� 
����������. =������� 3 ����� ��'����� "����������� ���
������-
��". G ��
��� ����������� 2�  � 3�  ��� ����� ��������� �����, 
��� ��� �������� ��� 	���, ��� �
��� ��
� ������ ���
�������� 
������ ����,� ���� ����� ������� �������. 

& � � � ' � � � � � � � � �  ����������� 3 (1.22) ������ � ���������� 1 
� ������ �����. 

��� ������������ 	
����� � n�  ,����� ������'
���� ������-
�������� �'��, ���� �
�������� ��������� �������������� �����-
��� ��'����� ������ ��� n = 2 � n = 3. 

����������.  ���	
 p0 – 	���� � n�  � � – ������	�
�� 
�����. %������ !����, ��� ����	� !���� ������� �  � ��-
	��� p0, ������	�� �����	�� ��! 	���, ����	���� ��	���! 
�	 p0 ��
) �: 

 {p � n�  | :(p0, p) < �}. (1.23) 

Z�� ����
�� �  � ������� p0 ���'�������� B(p0, �) ��� ).( 0pU�  
!�������� )( 0pU�  ��'���#� �-�����	����� ����� p0. ;�'
-
������, ��� n = 2 ������ ����� ",��" ����
�� �������� "��
�" ���� 
������'����� ����������� ������ "�-�����������". 

����������.  0����	�� X � n�  ������	�� �"��	
��	-
	��, ��� ��� ������ ������	�� � ���	���� )��. 

/���
��� ����'���, ��� �������������� ��������� X �'������, 
��� �
�����
�� ����� ����� C > 0, ��� ���������� �#��� ����� p = 
(x1, x2,…, xn) �' X �� ���
�# �� ����������� C: 

|x1| ) C, |x2| ) C, …, |xn| ) C. 

2. *!�����#� #���� � �n  

���������� 1.  ���	
 {pn} – ��������	�
���	
 	��� 
� .n�  0� �������, �	� �	� ��������	�
���	
 �$��
���  ���� 
p0, ��� �������� ��������	�
���	
 {:(pn, p0)} ��	 ���� 0. 
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B���� ������, ������������������ {pn} �������� � p0, ���� ���-
������� :(pn, p0) ������������� 
����,����� � ������ n. 

!���� ���� � ��
��� ����������� ���������� �������������-
����� – �� ����' ���������� ����
 �������, � ����' ���������� 
�����. &�� ���������� '������ ����� ?�� ����������� ��� n = 2. 

���������� 2.  ���	
 p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2), … – ������-
��	�
���	
 	��� � 2.�  0� �����, �	� �	� ��������	�
-
���	
 �$��
��� � 	��� p0 = (x0, y0), ��� �������� ��������	�
-
���	
 x1, x2,… �!���	�� � ����� x0, � �������� ��������	�
���	
 
y1, y2,… – � ����� y0. 

���� 
��������� ?�������������� ?��� �����������, '������ 
�������, ��� ����������� ����
#��� �����������: ���� p = (x, y) � 
p( = (x', y'), �� 

 : (p, p') ) |x 
 x'| + |y 
 y'|, (1.24) 
 |x 
 x'| ) : (p, p'), |y 
 y'| ) : (p, p'). (1.25) 

=������������� ������� �' ?��� ���������� 
�������������� ��'-
�������� ����� � ������ ������ � �������. 

�
��� ������ ������������������ {pn} �������� � p0 � ������ 
����������� 1. A�� �'������, ��� ������������������ {: (pn, p0)} 
��������� � �
�#. L������ ��� ����� pn, p0 ����������� (1.25), ��-
�
��� 

0 ) |xn 
x0| ) : (pn, p0),   0 ) |yn 
 y0| ) : (pn, p0), 

���
�� � ���
 �'������� ������� �������� ��������, ��� ������ �' 
������������������� {|xn 
x0|} � {|yn 
 y0|} ��������� � �
�#. =��-
����������, xn � x0 � yn � y0, �.�. ������������������ {pn} ������-
�� � p0 � ������ ����������� 2. �������, �
��� {pn} �������� � p0 � 
������ ����������� 2. /� ��������� ����������� (1.25), �����-
������� � ������ pn, p0, ���
��� 

� : (pn, p0) ) |xn 
 x0| + |yn 
 y0|. (1.26) 

J����� �' ������������������� {|xn 
x0|}, {|yn 
 y0|} �� 
�����# 
��������� � 0; ��� ����� ������������������ {|xn 
 x0| + |yn 
 y0|} 
����� ��������� � 0. ���#�� � �' (1.26) ��������, ��� ���������-
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��������� {: (pn, p0)} ��������� � 0, �.�. ��� ������������������ 
{pn} �������� � ����� p0 � ������ ����������� 1. 

D�������� ����
# ��� �������,��� ����
 � ����������. 
�������������� ������ ����� �����������. 

�
��� 
 p1, p2, … (1.27) 

– ������������������ �����-�� ?��������, � n1, n2, … – ��'�����#-
��� ������������������ ���
������� �����; ����� �������������-
����� ...,,

21 nn pp  ��'������� �����������	�
���	
� ���������-
��������� (1.27). 

 

B 

 

)��. 1.19 

����� ������, ��������������������� – ?�� �#��� ����������� 
����� ������ ������������������. 

�����. 2����� ����������� ��������	�
���	
 	��� � 
����	����	� n�  ������	 �����������	�
���	
, �!���'���� 
� ���	���� 	��� �� .n�  

L������, ��� � �������������� ����� '����� ���������� ���-
�� � ����������� ���� ��������. K��� ������������������ ����� 
�� ��������� (� 2� ) ����������, �.�. '���#���� ��
��� ���������� 
��
�� B, �� � ��� ����
 ������������� ?��� ������������������ 
���'������� ������ ������� ����� "��
�����" ������ ���������-
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���������, �.�. ������ �
���������� ���������������������, ���-
������� � ��������� ������ ��
�� (���. 1.19). 

& � � � ' � � � � � � � � �  ����� ������ � ���������� 2 � ������ 
�����. 

3. �#��"#"� � ������#"� ���%��#�� � n�  

����������.  ���	
 X – �����	�� � ����	����	� .n�  
����� p ������	��: 

�	����		�� 	����� �����	�� X, ��� ��� ������	�� � X 
���	 � ���	���� ���� �-����	���	
�; 

�	�!	�� 	����� �� �	��)��� � X, ��� ��� ����	�� ���	-
���� ��� ��������� X � ;n�  

"��	
�	�� 	����� ��� X, ��� ��� � ����	�� �� ���	����, 
�� ��)�� 	����� ��� X, ���� ������, ��� �����  ����	���	
 
������	 ��� 	����, ���������'� X, 	�� � 	����, � ������-
���'� X (���. 1.20). 

��)��� 	���� 

B 
���������
	���� 

���	�����
	���� 

 

)��. 1.20 

B' ������� ����������� ����
��, ��� �#��� ����� .n�  �������� 
���� ��
������� ������ ��� ��������� X, ���� ���,���, ���� ���-
������ �� ����,���# � X. ��� ?��� �#��� ��
������� ����� ���-
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�������� ��������
 X, �#��� ���,��� ����� �� ����������� X; 
��� �� �������� ��������� �����, �� ��� ���
� ��� ������������, 
��� � �� ������������ X. 

X

 

)��. 1.21 

/� ���. 1.21 ��������� X ������������ ����� ��
� �� ������-
��� (� 2 )�  ������ � ��������� ���
������#; ���������� ������� 
��������� X ����#��� ����� ?��� ���
������. K��� � �������� X 
�'��� ��
� ��' ��������� ���
������, ��������� ��������� ����� 
��������� ��� ��. 

����������.  0����	�� X ������	�� �������, ��� 
�� �� 	���� ���	����. 0����	�� X ������	�� ���	����, 
��� ��� ������	 �� ���� �������� 	����. 

D�����
��� ��,� ��
� X (��. ���. 1.21) ��' ��������� ���
�-
����� �������� �������� ����������; ��� �� ����� ��
� ������ � 
��������� ���
������# 
 '����
��� ���������. 

4. 
������"� #���� ���%��#��. 	����������"� #���� 

������ ����
#��� �����������. 

����������.  ���	
 X – �����	�� � .n�  ����� p0 ������-
	�� �������	�� ��� X, ��� � ����� �-����	���	� 	���� p0 ��-
�	�� 	���� �����	�� X, �	����� �	 p0. 

��� ?��� ���� ����� p0 ����� ��� ������������, ��� � �� ���-
��������� ��������
 X. 

��������, �#��� ��
������� ����� ��������� X �������� ���-
������� ��� X. =���� �� ��������, ��� ��
��� ���������� ����� 
��� X, ����� ��
������� � ���������, �� �
�����
��. 
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����������.  ����� Xp �0  ������	�� 
���
����		�� 
	����� �����	�� X, ��� � � ��'�	��	 �-����	���	
,  
� ��	���� ������! �����! 	��� �� X, ���� p0, �	. 

X���, ��� �#��� ����� ��������� X �������� ���� �'��������-
���, ���� ���������� ��� X. 

5. 
���� � ������"����#� ������� ���������! ��������"! 

����������.  ���	
 �� �����	� X � n�  ������ ������� 
)( pf  � ���	
 p0 – ����
��� 	���� ��� X. (���� a ������	�� 

�������� ��	�

 f � 	��� p0, ��� ��� ����� �!���'��� � p0 ��-
������	�
���	� {pn}, �� �� pn � p0, ���	�	�	���'�� �����-
��� ��������	�
���	
 {f(pn)} �!���	�� � ����� a. L�����: 

,)(lim
0

apf
pp

�
�

 

��� � ������������ 	����: 

.)...,,(lim 1
,..., 00

11

axxf n
xxxx nn

�
��

 

����������.  /������ ),( pf  ��������� �� �����	� 
X � ,n�  ������	�� 	�������	�� � ���� p0 � X, ��� 

),()(lim 0
0

pfpf
pp

�
�

 

��� �, ��� p0 – ������������� 	���� �����	�� X. 
G�� �������� ��������, 
������������ ����� ��� 	
����� ��-

��� ����������, ����#��� ������������� ��� 	
����� n �������-
��� (����'��������� �������#��� ��������). /������� ?�� ����-
����. 

1. *��� � � apf
pp

�
� 0

lim  � � � bpg
pp

�
� 0

lim , 	� 

0

lim
pp�

(f(p) + g(p)) = a + b, 
0

lim
pp�

f(p)�g(p) = a�b, 
b
a

pg
pf

pp
�

� )(
)(lim

0

 

(������ ��� b � 0). 
2. *��� ��'�	��	 )(lim

0

pf
pp�

, 	� � ���	���� �-����	���	� 

	���� p0 ������� f(p) ���������. 
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3. *��� � ���	���� ����	���	� 	���� p0 ��� f(p) � g(p) � 
��'�	���	 bpgapf

pppp
��

��
)(lim,)(lim

00

, 	� a � b.�

4. *��� � ���	���� ����	���	� 	���� p0 ���  

f(p) � g(p) � h(p), 

����� ����� )(lim
0

pf
pp�

 � )(lim
0

ph
pp�

 ��'�	���	 � ����� ������ 

� 	��� � ����� a, 	� � 
0

lim ( ) .
p p

g p a
�

� �

�������� ������������ � ������� � ������������� �
���, ��'-
�����, ����'������� � �������� ��
� ����������� 	
�����. G ��-
�������, ��� ��
��� ��
� ���������� ���#�� ����
��, ��� �#��� 
	
����� ���� 

),(
),(

yxQ
yxP , 

��� P(x, y) � Q(x, y) – ��� ���������� �� x � y, ���������� � �#��� 
����� (x, y), ��� Q(x, y) � 0. 

=�������� ���
 � ������� � ����������� '���� ����������� 
	
�����: ���� f (p0) � 0, �� � ��������� ����������� ����� p0 	
��-
��� )( pf  ����� ��� �� '���, ��� � � ����� p0. 

G '���#����� ������� �������	� ������ ����� �����������. 

����������.  /������ ),( pf  ��������� �� �����	� 
X � ,n�  ������	�� 	�������	�� 	� #��� �	�������, ��� ��� 
�������� � ������ 	��� �����	�� X. 

G�'�������� � ���������
 � § 1.13 �����
 ?����������� 	
��-
��� �� n ����������, �������, ��� ����������� ����
#��� ���-
����. 

:������ 1.10. %���� ����	����� ������� �������� �� 
��� �����	�  ��������. 

&�� 	
����� ����� ���������� �� ����'��� ���
# ������
 � 
§ 1.11, ������,��� �� ������������� �������� ?����������� 
	
�����. &�� 	
����� n ���������� ����'��������� �� �
�����
 
�������� ��� ��. 
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§ 1.15. *����#�� ������"��"! ������� 
�� �$��������"! ������#"! ���%��#��! 

��� �'
����� �������� 	
����� ����� ���������� x �� ��-
'���������� � ����� ������ � ��������� 	
�����, ����������� �� 
����'��. /������� ������ ����� ��� �������� ������� � ���, ��� 
	
�����, ����������� �� ����'��, ��������� � ��������� ����� 
������ �������,��� � � ��������� ����� – ������ �������,��� 
'�������. ���������� �� ?�� ������� �� 	
����� ���������� ��-
��������? B ���� ��, �� ����� ����'��? &������ � ?��� ������-
����� ����
#��� ��� �������. 

:������ 1.11. *��� ��������� ������� f �	 n ������! 
������ �� ����������� � ������	�� �����	� X � ,n�  	� ��� 
��������� �� �	�� �����	�. 

:������ 1.12. *��� ��������� ������� f �	 n ������! 
������ �� ����������� � ������	�� �����	� X � ,n�  	� ��-
'�	���	 	���� p0 � X, � ��	���� f �������	 ��� �����
) 
������, � 	���� q0 � X, � ��	���� f �������	 ��� ������
) 
������ �� X. 

& � � � ' � � � � � � � � �  � � � � � � �  1 . 1 1 .  "
��� ����
����� �� 
����������. �
��� 	
����� f �� ���������� �� X. <���� �
�����
�� 
����� ����� p1 � X, ��� |f(p1)| > 1, '���� ����� ����� p2 � X, ��� 
|f(p2)| > 2 � �.�. ������������������ p1, p2,… ���������� (����� '� 
X), ��?���
 �� ��������� ����� �' § 1.14 �
�����
�� ����������-
����������� ,...,

21 nn pp , ���������� � ��������� ����� p0. G ���
 
'����
����� ��������� X ����� p0 � X. G���
 ������������� 
	
����� f � ����� p0 �������� ������������������ ),...(),(

21 nn pfpf  
������ ��������� � ����
 f(p0). /� ?�� ������������ ���
, ��� 
��-
'����� ������������������ ������������: ���� �� ���������# 

in npf
i

�|)(|  ��� �#���� ������ i. ���
������ ������������ ����-
'����� ������
 1.11. 

& � � � ' � � � � � � � � �  � � � � � � �  1.12 �������� ��������� ��-
��'��������� ����������
#��� ������� ��� 	
����� ����� ����-
������ (��. �������� 4 ����������� 	
����� � § 1.10), � �� �� 
�
��� ��������� ��� ��������. 

= ������# ������� 1.12 
������ � ���� ��
���� ��,��� ������ 
� ���������� �������,��� � �������,��� '������� ��� 	
�����, 
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'������� �� ������������ ���������. �
���, ��������, 	
����� 
f(x, y) ���������� � ���������� �� ���� ��������� 2.�  *��� ����� 
�����	
 	���� �����	
 D, ����������� � ������	��, � 	��� 
����� /, �	� ������ f � ����� 	���, ���'� �� D, ���
) /, � 
	� ���� ��� ������ f !�	� �� � ����� 	��� �����	� D � 
���
) /, 	� �����
) ������ f � �����	� D ���	 ������-
���� � �����
)�� ������� f �� ��� �������	�. &����������-
��, �
��� f(x0, y0) = min f � D, ��� (x0, y0) � D. <�� ��� �� ��������-
����# � ������� D ���#��� �����, � ������� f ) /, �� � 
f(x0, y0) ) /. G �� �� ����� ��� D ����� f > /. =������������, 
f(x0, y0) = min f �� ���� ���������. 

��������� ���
���� ����� �����, ��������, ���� f(p) � �, ��-
��� ����� p ������������� 
�������� �� ������ ���������. =�����, 
���� 

f = x2 + y2 
 2sin x, 

�� ����
 |sin x| ) 1 �����, ��������, f � � ��� x2 + y2 � �. G'�� � 
�������� D ��
� ����
��� 2 � ������� � ������ ���������, ���
-
��� ��#�
 ��� D f(x, y) > 2, � �� �� ����� f(0, 0) = 0 < 2. L�����, 
�������,�� '������� f � ��
�� D �
��� ������������ �����
��� f 
�� ���� ���������. L������, ��� �������� ��		������������� ��-
�������� ��� 	
����� ���������� ���������� ����� ����� ����
, 
� ������� f = fmin. A�� ����� (x0, 0), ��� x0 ���� ������ (���������-
���) 
�������� x = cos x. 

:���������, ���� ����� 
��'��� ������� D (����������
# � 
'����
�
#) � ����� / ���, ��� ��#�
 ��� D ����� f < /, � �� ����� 
��� � ��������� ����� �' D ����� f � /, �� ������
) ������ f � 
�����	� D ���	 ���������� ���������� f �� ��� �������	�. G 
���������, ��� �
���, ���� f � 0 ��� x2 + y2 � �. 

G �������� ������� �������, ��� ����� �����
������� �����-
�����������, ���#��� '�����
# ����������� 2S, �
�����
�� ��-
������������ �������,��� ��F���. 

���'����� ����' x, y, z ������� ���������������, ��������� 
�' ����� ���,���, �
��� ����� xy + yz + xz = S, ���
�� 

yx
xySz





� . 
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=������������, ��F�� ��������������� 

� �
yx
xySxyxyzV





�� . 

�� �����
 '����� 	
����� V(x, y) ��������������� � ����������� 
������� D = {x > 0, y > 0, xy < S} ��������� Oxy. A�� ������� �'�-
������� �� ���. 1.22. 

&���������� 	
����# V �����,�����: f = 0 �� ������� �����-
�� D; � ��'
������ ���
��� 	
����# f, ���������
# (���������!) 
� ������ ����� ������	�� ������� D. 

O

xy = S 

h 

h

 

)��. 1.22 

/� ��� �� ���. 1.22 � ������# ,�������� (���������) ����'�-
�� ������������ ������� Dh: x) h, y ) h, ����#����� �����# D. 
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��������
 ������ �� Dh �� ����� ,/ hSy )  �� ����� '������� 
(��� ��) 

� � 0
/1

2
���)



�

h
SS

h
SxyS

xy
yV  ��� h � �; 

�� �� ����� �
��� � �����
 �� Dh. A�� ����'�����, ��� ��� �����-
����� ����,�� h ������
� V � ������� Dh �
��� ������������ � 
������
��� V �� ���� ������� D. �������� ��������, ��� ����
 ��-
������������ � '����
����� ������� Dh � ������������� 	
��-
��� V ������
� V � ������� Dh ���'������� �
�����
��. 

§ 1.16. /��%��#��, �����"� � ����-�> ��������#� 

;��������� � ������������ 
n� ��������� ���� ����� (x1, …, xn), 


����������#��� ����������
 
 f(x1, …, xn) � 0, (1.28) 

��� f(x1, …, xn) 
 ��������� 	
�����, ������������ � ����������� 
�� ���� .n�  ���'����� ?�� ��������� ����' X � �������, ��� 
�����	�� X 
 ������	�. 

�
��� ),,( 00
10 nxxp ��  
 ���������� ����� ��������� X. !� 

������ ����'���, ��� p0 � X, �.�. ��� .0),,( 00
1 �nxxf �  �� 
�����# 

����� ,lim0 nn
pp

��
�  ��� p1, p2, … 
 ��������� ������������������ 

����� �' X. /� ����� � ���
 ������������� 	
����� f ������ ���� 
� � � �nn

pfpf
��

� lim0 . D�������, ��� f(pn) � 0 ��� ���� n (���� pn � X), 

�������, ��� f(p0) � 0, �.�. p0 � X, ��� � ����������� ����'���. 
/�,� ����
������ �������� � ����, ���� ��������� X '����� �� 

����� ������������ (1.28), � ���	��� �' ���������� ���������� 

 
��

�
�
�

�

�

,0),,(
   ............

,0),,(

1

11

ns

n

xxf

xxf

�

�
 (1.29) 

��� f1, …, fs 
 ����������� 	
����� �� .n�  
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<���� ����'��, ����������� ����
#��� �����������. 

0����	�� X � ,n�  ������� � ����'
� ���	�� ������	� 
(1.29), �� �� ������� f1, …, fs ��������, ������	� � .n�  


����%���& � $���� 1 


����%���� 1 

&������ "����������� ���
��������" � n�  (��. (1.22)): 

: (p, q) + : (q, r) � : (p, r). 

�������� ������� ����� �����������: 

 � � ,
1

2

1

2

1

2 ;;;
���

)
n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba  (1.30) 

��� a1, …, an, b1, …, bn – ����� 
����� �����. 

G'�� �#��� ����� x, '���,�� 

 � � ;;;;
����

�
n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i bbaxaxbxa

1

2

11

22

1

2 2 = / x2 + 2< x + =, (1.31) 

��� /, < �=  ���'����#� �������������� .,, 22; ; ; iiii bbaa  ������-

��, / � 0, = � 0. J��������� �������� / x2 + 2< x + =, ��� ����'����� 
����� ����� ��������� (1.31), ������������� ��� �#��� '������� x. 
=������������, ��� ������������ <�2 
 /= ) 0, ���
�� ����� <�2 )  
) /= , ��� 

 .22; ;; �) iiii baba  (1.32) 

/� ���� ��'����� � ������� ��� ����� (1.30) � ��������� ����� � 
������ ������ ���������, �� ��� ��' ���
��� ����������� (1.32). 
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�������� �� ����������� (1.30), ������� ������ "����������� 
���
��������". K��� � (1.30) ������� 

ai = yi 
 xi, bi = zi 
 yi, ��� ��� ai + bi = zi 
 xi, 

�� ������ � 

� � � � � � ,
1

2

1

2

1

2 ;;;
���


�


n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii xzyzxy  

�.�. � "����������
 ���
��������" ��� ���� ����� p, q, r � .n�  


����%���� 2 

&������ ����
 �' �. 2 § 1.14. 

�����. 2����� ����������� ��������	�
���	
 	��� � 
����	����	� n�  ������	 �����������	�
���	
, �!���'��-
�� � ���	���� 	��� �� .n�  

& � � � ' � � � � � � � � � . /����� �� ��
��� n = 1. &���
# ��� ��-
��������
# ������������������ ����� �' n�  (�.�. �����) ���'��-
��� 
 x1, x2, … (1.33) 

�� 
�����# ��� ����� xi ����������� ���������
 ����'�
 
[a, b] = 7> ;�'����� ����'�� 7 �������. N��� �� ���� �' ��
� ��-
����� �������� ��������������������� ������������������ (1.33) 
(��������
 (1.33) – ��������� ������������������). ���'����� 
?�
 �������
 71, � ����������
#�
# ���������������������, ��-
������
#�� � (1.33), ����' ?1. ;�'����� ����'�� 71 ������� � ��-
����� �
 �' �������, ������� �������� ��������������������� ��-
���������������� ?1; ���'����� �������
# �������
 72, � ��-
��������
#�
# ��������������������� – ?2. A��� ������� ����� 
���������� �� �������������. ���
������ ��� ?��� ����'�� 71, 
72, … ����'
#� �������#�
#�� ������
, ��� ��� ������ �����-
�
#��� ����'�� ���� �������� ������
����. �� �'������� �����-
�� ������ �
���������� ����� x0, ������������� ���� ?���  
����'���. 
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�
���: 

1nx  – ����'������� ����� �' ?1; 

2nx  – ����'������� ����� �' ?2, ������ �����, ��� n2 > n1 (�
-
����������� ����� ����� �������� �' ����, ��� ������������-
��������� ?1 �����������); 

3nx  – ����'������� ����� �' ?3, ������ �����, ��� n3 > n2, � ��� 

�����. ��������
 ,...,, 21 21
7�7� nn xx  � ����'�� 71, 72, … �������-

#��� � ����� x0, �� ������������������ ,...,
21 nn xx  � ���� ������� 

��������������������� � (1.33). B���, ��� ��
��� n = 1 ����� ����-
'���. 

�
��� ������ n = 2. &���
# ��� ������������������ ����� �' 
n�  ���'����� ���: 

 p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2), … (1.34) 

�� 
�����# ?�� ������������������ ����������, �.�. ��������-
�� � ��������� ��
��. <�� ����� ��� ���������� � � ��������� 
�����
�������� ���� a ) x ) b, c ) y ) d. 

;��������� ������������������ x1, x2, … (������ ���������� 
����� p1, p2, …). ��� �������� ������������, ��� ��� ��� ��������-
�� � [a, b]. �� ����'�����
 �������� ��������������������� 

,...,,
21 nn xx  ���������� � ���������
 ����
 x0. ;��������� ����� 

������ ���������� ����� ...,,
21 nn pp . ��� ����'
#� ���������-

��������� ...,,,
21 nn yy  ������� ����� �������� ������������ (��� 

���������� � [c, d]). L�����, �
�����
�� ��������������������� 
?��� ������������������ ...,,

21 mm yy , ������� �������� � ��������-
�
 ����
 y0. ������������������ ����� ...,,

21 mm pp  �������� ���-
������������������# �������� ������������������ (1.32). ������ 
���������� ?��� ����� �� ���������# �������� � x0, � ������ – � 
y0. L�����, ?�� ������������������ �������� � ����� p0 = (x0, y0). 
&�� ��
��� n = 2 ����� ����'���. 

&���� ����� �� �
��� ����� ����������� ��
��� n = 3, '���� 
n = 4 � �.�. 
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����%���� 3 

&������ ������
 � ����������� ������������� (�������� 6 
����������� 	
����� �' § 1.10). 

�
��� 	
����� f(x) ���������� �� ����'�� [a, b]. �����������, 
����
���� �� ����������, ��� ��� ���������� � > 0 �� �
�����
�� 
������ 9 > 0, ��� �' |x1 
 x2| < 9 ����
�� |f(x1) 
 f(x2)| < �. A�� �'����-
��, ��� ������ �� �� ���� ����� 9 > 0, ���'������� �������� ���� 
����� x1 � x2, ����� ��� |x1 
 x2| < 9 ��� |f(x1) 
 f(x2)| � �. G ���������, 
��� �#��� ���
������� n ����
��� ����� ����� xn � nx(  �' [a, b], 
��� nxx nn /1�(
 , �� |f(xn) 
 f( nx( )| � �. B' ������������ ���������-
��������� {xn}, �������� ����� �' ���������� 2, ����� ������� 
������
#�� ���������������������. ���� �� 
�������� ���'��-
�����, �
��� �������, ��� ���� ������������������ {xn} � �������� 
����� ���������������������#, �.�. ��� �
�����
�� lim xn = x0. <�-
���� �' ������������ ������������������ { nx( } ������� �����-
�
#�� ��������������������� * +

inx(  � ������ ������ ������ 

ii nn xx (,  � �����������. J����� ������, �
��� �������, ��� �
����-

�
#� ��� ������� lim xn = x0 � lim nx(  = x'. B' ����, ��� 
n

xx nn
1

�(
  

��� �#���� n, ����
�� x0 = x0'. <���� ����'��, lim xn = x0 � 
lim nx(  = x0. /� ����� �' |f(xn) 
 f( nx( )| � � ����
 ������������� 
	
����� f(x) ������ ��������� |f(x0) 
 f(x0)| � �, �.�. 0 � �, ��� ��-
��'�����. 


����%���� 4 

G ������ ���������� �� ������� �������� ����
��������� 
������� @�������� �' ��. 3 ������ ����� ������� 
�������. 

:������ 1.13. *��� ��'�	��	 ��	�� ,00 �x�  	���� �	� 
�������	�� ������	�� ,00 xAx ��

�  	� ��	���� %��	
�� A ���-
���	����. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� '���� ����'������� ������ ������ 
.0�y�  <�� ��� �� 
�����# ,0000 �
� xAxz ���  �� �������� ������-
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������� ����� @, ����� ��� .0 yz ��
�@  ���������� � ?�� ����������� 

��������� ��� 0z� , ���
��� 

� � .00 yxAx ���
�
 @@  

B���, ��� ������� 0xx �� @�  ����� 

 .yxAx ���
�  (1.35) 

������� yx ��
�0  � ���������� ������������������ 

 yxAx ii ���
�1    (i = 0, 1, 2, …). (1.36) 

1. 3	� ��������	�
���	
 ������	��'��: .1 ii xx ��
�  

& � � � ' � � � � � � � � � .  ;���
����� �� ���
����: 

,001 xyyyAyxAx �������
����  

.11 iiii xyxAyxAx ������
��� 
  

2. 3	� ��������	�
���	
 ��������� ���!� ��	���� .x�  
& � � � ' � � � � � � � � �  �������� ����� �� ���
����: 

yxAx ���
�  (�' (1.35)) � ,0xyx ���

��  
1��� ii xyxAyxAx ������  

(�' ���
�������� ������������� ixx ��
�  ����
�� ����������� 

ixAxA ��
� ). ���#�� �������� �
����������� ������� ���������-

��������� .~lim xxi

n
�

��

�  �������� � ������
 � ��������� (1.36), ���
-

��� .~~ yxAx �
�  A�� ����'�����, ��� ��������������� ������ x~  

�������� ������� ��,����� 
�������� @�������� 

yxAx ���
�  

��� '�������� ������� ��������� ������ .y�  <������ ����'��� ���-
�����#. 
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����� 2  

�	@@�)��E	��F��� 	*'	*���	�  
@G�(E	H ����H 
�)�/����H 

§ 2.1. 
��������& ������� � #���� 

1. ���������� ���������� 

�
��� 	
����� y = f(x) ���������� � ��������� ����������� 
����� x0. &�� �#��� ����� x �' ?��� ����������� �����'�� 7x 
������������ 	���
��� 7x = x – x0, ���
�� x = x0 + 7x. �����'��-
� ������� y = f(x) � 	��� x0 ��'������� ��'����� 

7y = f(x) – f(x0) = f(x0+7x) – f(x0). 

����������.  &��
����	�� �	 ������� y = f(x) � 	��� x0  

������	�� ���� �	��)��� 
x
y

7
7 , ����� 7x � A (��� �������, 

�	� ���� �	��)��� 
x
y

7
7  ��'�	��	). 

����'������ 	
����� y = f(x) � ����� x0 ���'�������� )( 0xy(  
��� )( 0xf ( . K��� ���������� 
��'���, ����� ���������� �������� 
��'�������� (� ������ ��
��� ! 
 ��'�������� ����������), �� ��-
����'
#��� ���'�������: 

xy( , 
dx
dy , 

0xxdx
dy

�

. 
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/�������, ��������� 
2

1

�

"
#
$

%
&
' 

xx
x

dx
d  ����
�� �������� ��� 

����'����
# 	
����� 
x

xy 1
�  � ����� x0 = 2. 

����������� ����'������ ����� '������� � ���� 	���
�� 

 .)()(limlim)( 00
000 x

xfxxf
x
yxf

xx 7

7

�
7
7

�(
�7�7

 (2.1) 

J������, ������ (2.1) ����� �� �
����������. G ?��� ��
��� 
�������, ��� 	
����� f(x) �� ����� ����'������ � ����� x0. K��� 
������ (2.1) ����� +� ��� 
�, �� �������, ��� 	
����� f(x) ����� � 
����� x0 ��������� ����'����
# (����
# +� ��� 
� ���������-
�����). 


����� 2.1.  ;��������� 	
����# f(x) = C = const. &�� �#-
��� ����� x0 ���������� 7y = 0. ��?���
 

.0lim
0

�
7
7

�(
�7 x

yC
x

 


����� 2.2.  �
��� f(x) = x. &�� �#��� ����� x0 ���������� 
	
����� 7y = 7x. ��?���
 

.1limlim
00

�
7
7

�
7
7

�(
�7�7 x

x
x
yx

xx
 


����� 2.3.  �
��� .)( 3 xxf �  &�� �#��� ����� 00 �x  ����-
��� ����'����
# 

.
3
11lim

limlim)(

3
2

0
3 2

0
3

0
3 2

0

3
0

33
0

3
0

00

0

0




�

��7

�


�

�





�
7


7
�(

x
xxxx

xx
xx

x
xxx

xf

xx

xxx
 

K��� �� x0 = 0, �� 

.
)(

1limlim)0(
3 20

3

0
��

7
�

7
7

�(
�7�7 xx

xf
xx
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2. @��������� ��"�� ���������� 

&�� ����'������� 	
����� f(x) ���������� ����������
# ���-
���
: ����� P �������� �� ������������ ������ Oy ����� ����-
'��, ��� � ������ ������ ������� x �� ���������� y = f(x). �
��� 
A 
 ����� ������������ ������ Oy, � ������� ����� P ���������� 
� ������ ������� x0, B 
 �����, � ������� P ���������� � ������ 
x0 + 7x > x0. K��� ����� P ��������� �� ����������# �' 
� � �, 
�� f(x0 + 7x) > f(x0) � ���������� �� A �� B �����  

f(x0+7x) – f(x0) = 7y.  

<�� ��� �����, '� ������� ����� P ������������� �' A � B, ���-
�� 7x, �� ������� �������� ����� P �� ����'�� AB ����� 

xyv 77� /cp. . !��������� �������� v (��� ������ ��������) ����� P 

� ������ ������� x0 
 ?�� ������  

).(limlim 00cp.0
xf

x
yvv

xx
(�

7
7

��
�7�7

 

��?���
 f((x0) – ?�� ���������� �������� ����� P. 
K��� �� ����� ��������� �� ����������# �' +� � 
�, �� f(x0 + 

7x) < f(x0), � ���������� �� A �� B ����� f(x0) – f(x0 + 7x) = –7y. G 

?��� ��
��� ���������� �������� ).(lim 00
xf

x
yv

x
(
�

7
7


�
�7

 ���
�� 

���
���� .)( 0 vxf 
�(  <���� ����'��, 	�'������� ����� ����'-
������ � ���, ��� f((x0) – ?�� ���������� �������� (� 
����� ��-
���������). G ����� ��'������ '������ (� ��� ����� � ?��������-
����) ����'������ 	
����� y = f(x) �����������
���� ��� �������� 
�'������� �������� y ������������ x. 

3. �����#�������� ��"�� ���������� 

;��������� ����������� ����'������ � �������������� ����� 
'�����. �
��� C 
 ���	�� 	
����� y = f(x); A(x0, f(x0)) � 
B(x0 + 7x, f(x0 + 7x)) – ��� ����� �� C (���. 2.1). 
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������ AB ��'������� ���'�. "
��� �������, ��� f(x) �����-
������ 	
�����. <���� f(x0 + 7x) � f(x0) ��� 7x � 0, �.�. ����� B 
��������� � A,  ����� 7x � 0. 

�
��� )2/,2/( ��� 
�  – 
��� ������� ���
��� AB ������������ 
��� Ox. K��� �
�����
�� ������ 00

lim �� �
�7x

, �� ������, �������-

��� ����' ����
 A � ����'
#��� � ���# Ox 
��� 0� , ��'������� 
����	�
��� � ���	��
 C � ����� A. <���� ����'��, ����������� – 
?�� ���������� ���������, � �������
 ��������� ���
��� AB, ��-
��� 7x � 0. 

 
2 

$ 

� 
" C 

� 

 y 

 x

 7y

 7x

 x0+7x  x0&  

)��. 2.1 

�������, ��� ������������ ����������� ����� ���
������ � 
��
� ��
����: 

20
�� �  � 

20
�� 
� . 

�
��� C(x0 + 7x, f(x0)) – �����, �������#��� ����'�� AB �� 
�����
�������� ���
�������� ABC. <�� ��� ������� AC ?���� ���-

�������� ����������� ��� Ox, ����� 

 
x
y

7
7

��tg . (2.2) 
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�������� � ������
 � ����� � ������ ������ ��������� (2.2) ��� 
7x � 0, ���
��� 

)(tg 00 xf (�� . 

��?���
 �������������� ����� ����'������ ������� � ���, 
��� f((x0) – ?�� ������� 
��� ������� ����������� � ���	��
 y = f(x) 
� ����� (x0, f(x0)). 

4. G�������� ����#������ 

/����� 
�������� ����������� � ���	��
 C 	
����� y = f(x) � 
����� A(x0, f(x0)). "
��� ������ ?�� 
�������� � ���� y = kx + b. <�� 
��� A � C, ������ ����������� ��������� f(x0) = kx0 + b, ���
�� 
b = f(x0) – kx0. =������������, ����������� '������� 
��������� 

y = kx +  f(x0) – kx0 = f(x0) + k(x – x0). 

��������
 
������ ��?		������ ����������� ),( 0xfk (�  
���-
����� ����������� ����� ��� 

 ).)(()( 000 xxxfxfy 
(�  (2.3) 


����� 2.4.  /���� 
�������� ����������� � ���	��
 	
��-
��� 3 xy �  � ����� (1; 1). 

; � , � � � � . <�� ��� � �
3
1

3
1

1

3
2

1
3 �"

"
#

$
%
%
&

'
�

(

�



�

x

x xx  (��. ������ 2.3), 


�������� ����������� 

.
3
1

3
2)1(

3
11 xxy �
�  
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5. ����#������� ��������"� 

K��� � 	���
�� (2.1) ������� ������ '������� �� ����������-
���, �� ���
������ ����������� ������������� ����'������. ���-
��� ����������� �� 	
����� f(x) � ����� x0 ��'������� ������  

x
xfxxfxf

x 7

7

�(
�7


)()(lim)( 00

000 . 

%��� ����������� �� 	
����� f(x) � ����� x0  ��'������� ���-
��� 

x
xfxxfxf

x 7

7

�(

�7



)()(lim)( 00

000 . 

B' ������� �������� 	
����� ����
��, ��� � ��
���, ����� 
	
����� f(x) ����� ����
# � ���
# ����'������ � ����� x0 � ��� 
�����, ����'������ f((x0) �
�����
�� � ).()()( 000 xfxfxf 
 (�(�(  K�-
�� �� ),()( 00 xfxf 
 (�(  �� 	
����� f(x) �� ����� ����'������ � ���-
�� x0. 


����� 2.5.  ����'���, ��� 	
����� f(x) = |x| �� ����� ����'-
������ � �
��.  

; � , � � � � . B����: 

,1limlim)0(
0000

�
7
7

�
7
7

�(
�7�7

 x
x

x
xf

xx
 

.1limlim)0(
0000


�
7
7


�
7
7

�(

�7
�7


 x
x

x
xf

xx
 

<�� ��� ),0()0( 
 (�( ff  	
����� |x| �� ����� ����'������ � �
��. 

G�����, ��� 	
����� y=| f(x)| �����, ��� f = 0, �
�
�, ��� ���-
����, ������� �'���� ���	���, � � ��� y( �� �
�����
��. 
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§ 2.2. ����������������#� � ������"����#� 

����������.  /������ y=f(x) ������	�� �
�����	�
���-
��� � 	��� x0, ���  �����'�� � 	��� x0  ����� ����	�-
��	
 � ��� 

 7y = A7x + /(7x)7x, (2.4) 

�� A – ���	��� �����, / (7x) – ������� �	 7x, �����'���� ��-
������ ����� ��� 7x � A. 

=���
#��� ������� 
������������ ���'� ����
 ��		������-
�
������# 	
����� � ����� � �
������������ ����'������ � ?��� 
�� �����. 

:������ 2.1.  ,�� 	��� �	��� ������� f(x) ���� ������-
������� � 	��� x0, ���!����� � ���	�	����, �	��� ��� ���� � 
�	�� 	��� ������� �����������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . 5��!������	
. �
��� 	
����� y = f(x) 
��		�������
��� � ����� x0. <���� �� ���������� 7y ����� ����-
������� � ���� (2.4). B����  

� � .)(lim)(limlim
000

AxA
x

xxxA
x
y

xxx
�7�

7
777

�
7
7

�7�7�7
//  

=������������, ����'������ f((x0) �
�����
�� � f((x0) = A. 
,��	�	�����	
. �
��� �
�����
�� �������� ����'������ 

f((x0)  = A. <����, �� ����������# ����'������, 

.lim
0

A
x
y

x
�

7
7

�7
 

������� /(0) = 0 � ,)( A
x
yx 


7
7

�7/  ���� 7x � 0. ������������ 

��� 	
����� /(7x) �������� ���������� ����� ��� 7x � A. &����-
��������, 

.0lim)(lim
00

�
�"
#
$

%
&
' 


7
7

�7
�7�7

AAA
x
yx

xx
/  
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J���� ����, 7y = B7x + /(7x)7x. <�� ����� ����'���, ��� 
	
����� f(x) ��		�������
��� � ����� x0. 

+��������.  K��� 	
����� y = f(x) ��		�������
��� � ����� 
x0, �� �' ��������� (2.4) ����
��, ��� 7y � A, ����� 7x � A, �.�. 
������� f(x) �������� � x0. �������� 
���������� �������: 
	
����� ����� ���� ����������� � ��������� ����� x0, �� �� ���� 
��		�������
���� � x0. 

G �������� ������� ���������� 	
����# y = |x|. ��� �����-
����� � ������ �����. = ��
��� �������, � ����� x0 = 0 	
����� 
y = |x| �� ����� ����'������ (��. ������ 2.5) � �� ������� 2.1 �� 
�������� ��		�������
����. 

�
��� 	
����� y = f(x) ��		�������
��� � ����� x0. <���� 7y 
����� ����������� � ���� (2.4). J�� ����
�� �' ����'��������� ���-
���� 2.1, ��?		������ A � 	���
�� (2.4) ��������� � ����'������ 
f((x0). L���,�� 	���
�
 (2.4) ����
#��� ����'��: 

 f(x) = f(x0) + f((x0)7x + /(7x)7x. (2.5) 

&����, 
�������� ����������� � ����� x0 (��. 	���
�
 (2.3)) ?�-
���������� 
�������# 
 y = f(x0) + f((x0)7x. (2.6) 

=�������� 	���
�� (2.5) � (2.6), �����, ��� ���������� �� ���-
�� P(x, f(x)) �� ���	��� 	
����� �� ����� Q(x, f(x0) + f((x0)7x) �� 
����������� (���. 2.2) 

  y 

 Q 

 7x 

 P 

 x  x0 
 

)��. 2.2 
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����� /�7x�7x, �.�. �������� ���������� ����� ����� �������� ��-
�����, ��� 7x, ����� 7x � A. 

�"��:  ���	������� ����� �������������	� ����-
��� f(x) � 	��� x0  ���	��	 � 	��, �	� ����	���� �	 	���� ��  
������ �� ���	�	�	���'� 	���� �� ����	�
��� �	���	�� � 
���� “���	�”, �� 7x. 

§ 2.3. 
������ ���������������& 

������
�� ���������� ����'������ f((x0) ��'������� ����-
����������� 	
����� f(x) � ����� x0. <������ ?���� �������	� 

����������#� ������� ��		�������������, ������� ������ ��-
�������� ����'������ ����� 	
����� � ���������# ����'������ 
��
��� (����� �������) 	
�����. G § 2.4 �� 
�����, ��� ������� 
��		������������� ��'����#� ?		������� �������� ����'������ 
?����������� 	
�����. 

:������ 2.2.  *��� ������� u = f(x), v = g(x) ����������-
�� � 	��� x0, 	� �����, ������	
, ��������� � ���	�� �	�! 
������� (���	�� ��� ������� g(x0) � 0) 	��� ������������ 
� 	��� x0, � ��������	�� �����'� �������: 
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& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� ���������� 	
����� u, v, ,vu �  

uv � 
v
u  �������#��� ������ � ����� x0, ��� ��� 

7u = f(x0 + 7x) – f(x0), 7v = g(x0 + 7x) 
 g(x0),  
7(u + v) = f(x0 + 7x) + g(x0 + 7x) 
 (f(x0) + g(x0)) 

� �.�. /���
��� ������, ��� ���������� �
��� )( vu 7  ����� 
�
��� ���������� vu 77 . &������������,  

.)()()()( vuvuvvuuvu 77�
77�7  

:��������� 

.)()()()( vuvuvvuuvu 7
7�

7
7�
7  

��?���
  

.limlim)(lim)(
000

vu
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x
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x
vuvu

xxx
(�(�

7
7

�
7
7

�
7

�7
�(�

�7�7�7
 

/����� ���������� ����'�������: 

7(uv) = (u + 7u)(v + 7v) 
 uv = u7v + v7u + 7u7v. 

B' ��		�������
������ 	
����� u � v � ����� x0 ����
�� �� 
������������� � x0 (��. § 2.2), ��?���
 7u � 0 � 7v � 0, ����� 
7x � 0. =������������, 

.0limlim

limlimlim)(lim)(
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/����� ���������� ��������: 
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����� 2.6.  �
��� $ = const. <�� ��� 1�(x  � 0�(C  (��. 
������� 2.1 � 2.2), �� .1)( �( Cx  


����� 2.7.  .2)()( 2 xxxxxxxx �((�(�(  


����� 2.8.  .1110111
222 xx

x
x

xx
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:������ 2.3.  *��� ������� )(xfy �  ��	 ����	��� ����-
��� )( ygx �  � � 	��� x ����������� f ( (x0) � 0, 	� ����	��� 
������� )( yg  ������������ � 	��� )( 00 xfy �  �  

,
)(

1)(
0

0 xf
yg �(  

��� 

x
y y

x
(

�( 1 . 

& � � � ' � � � � � � � � � . ������� ).( 0xfa (�  <���� �' ��		����-
���
������ )(xf  � 0x  ����
��, ��� ���������� 

)()( 00 xfxxfy 
7�7  ����� ����������� � ����  

7y = a7x + /7x = (a + /�7x, 
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��� / � /�7x� � A ��� 7x � A. <�� ��� a � 0, �� ���#�� ����
��, ���  
7x � A, ����� 7y � A. B����  

)(
1limlim)()(lim)(
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00 xfx
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ygyygyg

xyy (
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�7�7�7
. 


����� 2.9.  ;��������� 	
����# y = x2 �� ������
��� 
[0; �). &�� ��� �
�����
�� �������� 	
����� x = .y  G ����� 

x0 � 0 ����'������ .02 0 �� x
dx
dy  =������������, ����'������ ��-

������ 	
����� yx �  � ����� y0 = 2
0x  �
��� 

02
1
xdy

dx
� . D�������, 

��� ,00 yx �  ���
��� 	���
�
 

� � .
2

1

00 y
y

dy
d

yy
�

�
 

G ���������, ���� y0 = 1, �� � � .
2
1

1
�

�y
y

dy
d  

:������ 2.4.  *��� ������� � = f(x) ������������ � 	��� 
x0, � ������� x = g(t) ������������ � 	��� t0 � g(t0) = x0, 	� 
������� ������� � = f(g(t)) 	��� ������������ � t0 � �����-
��	�� �����' �����	��: 

� � ),()()( 000
tgxftgf

dt
d

tt (�(��  

��� 
.txt xyy (�(�(  

& � � � ' � � � � � � � � � . *
����� y = f(x) ��		�������
��� � 
����� x0, ��?���
 �� ���������� ����� ����������� ���  

0( ) ( ) ,y f x x x x/(7 � 7  7 7   

��� 7x � A ��� 7t � A, ��������
 	
����� g(t) ���������� (����-
����� ��		�������
������) � ����� t0. <�� ��� /�7x� � A ��� 
7x � A, �� /�7x� � A � ��� 7t � A. ��?���
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0
0 0 0 00

0 0

( ( )) lim ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ).

t t t

d x xf g t f x x f x g t g t
dt t t

f x g t

/
� 7 �

7 7' $( ( ( (�  7 �  � �% "7 7& #
( (�

 


����� 2.10.  ;��������� 	
����� xy �  � x = t2 + 1. &�� 

�#���� 0t ��  ����������� ����������� 2
0t  + 1 � A. L�����, 	
��-

��� xy �  ��		�������
��� (������ 2.9) � ������ ����� x0  ���� 

x0 = 2
0t + 1. �������� ������
 2.4, ���
��� 

� �2
000

2 2 0
02 21

0 0

11 1 2 .
2 1 1t tx tt t

td d dt x t t
dt dx dt t t�� �

 � �  � � �
 

 

<����� �� ����� �'������ ���'�������. ����� '����� t0 �� x 
'����� 	���
�� ���������� ����� ����������: 

� �2

2
1 .

1
xx

x
(

 �


 

§ 2.4. 
�������"� C�����#���"! ������� 

�
��� f(x) – ��������� 	
�����. K��� x – ?�� ���'������� 	��-
����������� �����, �� '����� )(xf (  – ?�� ���� ���'������� 	����-
��������� �����. K��� �� x – ?�� ���'������� ����������, �� '�-
���� )(xf (  – ?�� ���'������� ����������� �������. &����	
� ��-
������ ����'������ 	
����� )(xf (  �������� ��������� ���� 
����� x0, � ������� 	
����� f(x) ����� ������
# ����'����
#. 
L�������� ����'������ 	
����� )(xf (  � ����� x0  �������� ����'-
������ 	
����� f(x) � ?��� �����. 

G ?��� �������	� �� �������, ��� ����'������ �������� ?��-
��������� 	
����� ����#��� ?������������ 	
�������. ���#�� 
� �' ������ 2.2 � 2.4 ����
��, ��� ����������� ����� ����	����� 
������� 	��� ����	�� ����	����� �������. 
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1. 
��������& ��$������������ ������� 

&�� 	
����� xy alog�  ����� 

,)1(log1)1(log1
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1log
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xt 7

� . B�����'
� ������������� 	
����� logax � ����� x = e � 

������ '������������ ������, ������ ����'����
# ������	����-
���� 	
����� 

� �
ax
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x
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x

x a
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taa ln
1log1)1(limlog1log

1
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#

$
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'
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�
. 

&�� a = e ���
����, � ���������, 	���
�
 

 � �
x

x 1ln �( . (2.7) 

&�� 	
����� ln|x| ����� ����� 

 � �
x

x 1||ln �( . (2.8) 

&������������, ���� x > 0, �� |x| = x � 
x

xx 1)(ln)||(ln �(�( . K��� 

x < 0, �� |x| = –x � �� ������� 2.4 

x
x

x
xx 1)(1))(ln()||(ln �(
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�( . 
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2. 
��������& ������#������ ������� 

*
����� � = ax �������� �������� ��� 	
����� x = logay. �� 
������� 2.3 

.ln

ln
1
11 ay

ay
x

y
y

x ��
(

�(  

��������
 y = ax, ���
���� .ln)( aaa xx �(  G ���������, ��� a = e 
����� 

 .)( xx ee �(  (2.9) 

3. 
��������& �#������� ������� 

*
����� y = xa ��� x > 0 ����� ���� ������������ � ���� 
.ln xaa ex �  B�����'
� ������
 2.4 � 	���
�� (2.7), (2.9), ������ 

� � � � � � .ln 1lnln 
���(�
(

�
( aaxaxaa ax

x
axxaeex  

K��� x < 0, �� 	
����# ����� ����������� �����: 

.)1()()1( )ln( xaaaaa exx 

�
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&����, 

C D .)()1()1()()1()ln()1()( 111)ln( 
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�( aaaaaxaaa axax
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axxaex  

�
��� ������ x = 0. G�������� 10 
� aa  ���������� ������ �����, 
����� a > 1. G ?��� ��
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=������������, .0)()( 0
1

0 ��( �



� x
a

x
a axx  ;��������� ��
��� x > 0, 

x < 0 � x = 0, �� ���,�� � ����
#���
 �����
: ����������� �	-
����� ������� y = xa ���	 ��	
 ������ �� ������ 

 1( )a ax ax 
( �  (2.10) 

��� ����! a � x, ��� ��	���! ��	 ����� ������ ���	
 �	�� 
�������. 

B�����'
� 	���
�
 (2.10), ����� ���
����, ��������, ����� 
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4. 
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B���, �� ��,�� ����'������ 	
����� sin x, cos x � tg x: 

 � � ,cossin xx �(  (2.11) 

 � � ,sincos xx 
�(  (2.12) 
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1tg 2 x
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5. 
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G ����� ����� ����
#��� 	���
��: 

 ,
1

1)(arcsin
2x

x



�(  (2.14) 

 ,
1

1)(arccos
2x

x




�(  (2.15) 

 .
1

1)(arctg 2x
x


�(  (2.16) 


����� 2.11.  ;��������� 	
����# (��������� �� x) 

....)( 2
210

n
n xaxaxaaxP �  

B���� 12
321 ...32)( 
�( n

n xnaxaxaaxP . =������������, 
	
����� P(x) ��		�������
��� ��� �#��� .x ��  


����� 2.12.  /����� ����'����
# ������������ 	
����� 

.
...
...

)(
)()(

0

0
m

m

n
n

xbb
xaa

xQ
xPxf




��  

B���� 

)(
)()()()()( 2 xQ

xQxPxQxPxf
(
(

�( . 

*
����� Q2(x) ���������� � �
�� � ��� �� ������, ��� � 	
����� 
Q(x). ��?���
 ������������ 	
����� ��		�������
��� � ������ 
�����, � ������� ��� ����������. 

/��������� ��������, ��� ������� ��		������������� (���-
���� 2.2, 2.3 � 2.4) �������� ��,� ���	�	���� 
������ ��		�-
������
������. !���� ��
������ ���, ��� 	
����� f(x) ��		����-
���
��� � ��������� ����� x0, ����� ��� ������� ��		����������-
���, ����������� ��� ���������� ),(xf (  �������� � �����������-
���
 ��'
�����
. 
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����� 2.13.  �
��� .sin)( 4xxf �  �������� ������� ��	-
	������������� ������� 	
�����, ���
��� 

� � .
sin

cos2

sin2

cos)(sin
sin2

1)(
4

43
4

4

4
4

4 x

xxx
x

xx
x

xf �
(

�(�(  

G ����� x0 = 0 	
����� 
4

43

sin

cos2

x

xx  �� ����������. ������ �' ?���� 

����� �� ����
��, ��� )0(f (  �� �
�����
��. B�����'
� ����������� 
����'������, 
��������� � ���, ��� 

.010
)(

)sin(limlim

)sin(
lim)0()(lim)0(

4

4

00

4

00

���
7

7
7�

�
7

7
�

7

7

�(

�7�7

�7�7

x
xx

x
x

x
fxff

xx

xx
 

§ 2.5. ������������ � ���,��%���"� �"�������& 

���������� . '
�����	�
���� ������� f(x) � 	��� x0 ��-
����	�� ������� ������� �����'��� 7x ���� .)( 0 xxf 7(  

&�		�������� 	
����� y = f(x) ���'�������� dy ��� df(x0). 
C������ ��'������� ��		��������� ������� � ���, ����� '������� 
���������� 7y, �����,�� ��� ?��� �� ��'�������� ����,
# 
�,���
.  

/�������, ��� ������� �������� ����'������ )( 0xf (  ������ 
��		�������
������ (��. § 2.2) 	
����� f(x) � ����� x0, �.�. ��'-
�������� ����������� ���������� 	
����� 7y � ���� 

 ,)()( 0 xxxxfy 777(�7 /  (2.17) 

��� /�7x� � A ��� 7x � A. B' 	���
�� (2.17) ����
��, ��� �,���� 
� ������������ ��������� 

 7y E dy (2.18) 
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(������ /�7x�7x) �������� ���������� ����� ����� �������� ��-
�����, ��� 7x, ����� 7x � A. ;�������� (2.18) ����� ������'
#� � 
������������ �����������. 


����� 2.14.  �
��� r – ����
� ��
��, 2rS �� �  – ��� �������. 
B�����'
� (2.18), ���
��� 7S E dS � 2�r7r, �.�. ���������� ���-
���� ��
�� ����������� ��������� ����'������# ����� ��� ��-
�
������ �� ���������� ����
��. 

*���
�
 (2.18) ����� '������� � ���� ��������� 

 ,)()()( 000 xxfxfxxf 7(E7  (2.19) 

������� ����� ������'
���� � ������������ �����������. 
K��� x0 = 0, �� 7x = x � 	���
�� (2.19) ����������� ���: 

 .)0()0()( xffxf (E  (2.20) 

B�����'
� ��������� (2.20), ����
�� �������, ��� �������� x  (��� 
��, ��� � x7  � (2.18), (2.19)) ������ ���� ���������� �����. 


����� 2.15.  �
��� .1)( xxf �  <�� ��� 
2
1)0( �(f , �� ��� 

���������� ����� x ����� .
2
111 xx E  

K��� ������ xxf � 1)(  �'��� 	
����� � � )1ln(,,1 xex x  /  
��� sin x, �� ���
����� (��������� ��������������!) ����
#��� 
������������ ���������: 

 � � ,11 xx // E  (2.21) 

 ,1 xex E  (2.22) 
 ln(1+x) E x, (2.23) 
 sin x E x, (2.24) 

� ������� |x| �� F. 


����� 2.16.  �
��� r – ������ ����������� �������� (���-
����� '� ���). /����� ���������� ��� �, � ������� ������� �����-
��������� �
��� ������ 
��������� � ��� ��'�. <�� ��� '� 1 ��� 
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����� 
������������ � "
#
$

%
&
' 

100
1 r  ��', �� '� � ��� ����� 
��������� � 

Tr
"
#
$

%
&
' 

100
1 ��'. *��������� ��� ���������� ��,��� 
�������� 

Tr
"
#
$

%
&
' 

100
1 = 2. @�����	���
� ?�� 
��������, ���
��� 

,2ln
100

1ln �"
#
$

%
&
' 

rT  

���
�� 
"
#
$

%
&
' 

�

100
1ln

2ln
r

T . B�����'
� ������������ ��������� (2.23), 

������ 
r

T 2ln100
E . <�� ��� ,7,02ln E  �� ����� 
������� ������ 

�
��� (“������� 70”) 

r
T 70

E . 

K���, ��������, ���������� ������ – 10 % �������, �� ����� 

������� ������ �������� ������'������� 7 ���. 

B���, �� 
��������, ��� ��		�������� ����� ������'����� � 
������������ �����������. =������ ������ ��������� '��������, 
����#����� ���������� ������ ��		���������. 

1. &�		�������� ��������� ����� �
�#: 

.0�7(� xCdC  

2. &�		�������� ��'�������� ���������� x ����� �� �������-
��#: 

.1 xxxxdx 7�7��7(�  
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3. ������� ��		������������� �
���, ��'�����, ����'������� 
� �������� 	
����� (������� 2.2) ����
� ����������
#��� ������� 
���������� ��		���������: 

 ,)( dvduvud ���  (2.25) 

 ),()()( dvuvduuvd �  (2.26) 

 .)()(
2v

dvuvdu
v
ud 


�"
#
$

%
&
'  (2.27) 

��������, ��������, ��������� (2.26). &������������,  

).()()()()( dvuvdudxvuvudxuvuvd �((�(�  


����� 2.17.  /���� "
#
$

%
&
' 

x
xd sin1 . 

; � , � � � � . 

�



�"
#
$

%
&
'�"

#
$

%
&
'  2

sin)sin(0sin)1(sin1
x

xdxxxd
x

xdd
x

xd  

.sincossincos
22 x

x
xxx

x
xxxxx

7



�
7�
�7�

�  

§ 2.6. 
������"� �������" � C�������� 

<������������ �����' ��'������'��� ������� ?�������� ��-
����'
�� ��� ����
��! ������. ���������� ��,� ���������: 
���������� �'������, ���������� �����, ���������� ����'����-
���������, ���������� ����'�����, ���������� ���������� � ��-
��������# � �.�. G�� ?�� �������� ����� ������ ����'�� ���'��� 
� �������� ����'������. G �������� ������������ ������� ���-
������� ���������� �'������. 

�
��� q – ���������� ����'�������� ����
����, C(q) – ����-
������
#��� ������
 ���
��
 �'������. ���������� �'������ 
���'����#��� MC � ��������#��� ��� �������������� �'������, 
���'����� � ����'�������� ��� ����� ������� ����
����. &�
-
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���� �������, MC = C(q + 7q) 
 C(q), ��� 7q = 1. B�����'
� �����-
���� 7$ E dC, ���
��� ).()( qCqqCdCCMC (�7�(�E7�  <���� 
����'��, ������ ��,� ����������� MC, �� �
�����
 �� �������-
����� ��
���
 ����������������
 ����������#, �������� ������-
�
 MC = )(qC( . 


����� 2.18.  �
��� C(q) = 1500q 
 2q2 + 0,002q3. <���� ��-
������������ �'������, ���'����� � 
���������� ���
��� �� q �� 
q+1, �������� 7C = C(q + 1) 
 C(q), ��� ����������� ����� 

.006,041500)( 2qqqC 
�(  G ����. 2.1 ���� '������� 7C � )(qC(  � 
������ q = 100, 200, ..., 1000. 

< � � � � � �  2 . 1  

Q =( 7C 
100 1160 1158,6 
200 940 939,2 
300 840 839,8 
400 860 860,4 
500 1000 1001,0 
600 1260 1261,6 
700 1640 1642,2 
800 2140 2142,8 
900 2760 2763,4 

1000 3500 3504,0 

����� ����� �������� ���������� ������� ������: �
��� ����-
���� Y �������� 	
������ �� �������� X, ����� ���������� ����-

���� MY (�� X) ������������ ��� ����,���� 
X
Y

7
7 . ���������� 7X 

� ��'������ ��
���� '������� ��-��'���
. G ����� ��
���� 7X – 
?�� �������� ������������ ������� �'������� �������� X, � ��
-
��� ��
���� 7X – ?�� ��'����� ����
 ��������� '��������� X � 
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�������, '���#��� 	
����# Y �� X. G ������������� ��������, 
������, ����� 
������ �������� ����������� MY, ���������� �� 
��������� 

XYMY (� . 

J������, ��� ����� ����������� ���������� ������������� 
������������, ��� Y �������� ��		�������
���� 	
������ �� X. 

§ 2.7. ��$�����������& ���������& 

����������.  (�"��
��
����� ���
����	�� ������	�
-
��� ������� y = f(x) ������	�� ����������� � � .ln xy (  

<�� ��� � �
x

x 1ln �( , �� �� ������
 ��		������������� ������� 

	
����� ���
��� ����
#��� ������,���� ��� ������	�������� 
����'������: 

 � �
y
yy
(

�(ln . (2.28) 

K��� ����'����
# y' ������������� ��� �������� �'������� 

	
����� y, �� �������
 
y
y(

 ����������� ������� �� ������������� 

��������# �'�������. B' 	���
�� (2.28) ���������� �����, ����-

�
 ������	������
# ����'����
# � �(yln  ��'���#� ����� �	��-
��	�
��� ������	
� ������� ������� y, ���  	���� ���	�. 

&�� �� ������#����� � �
�� 	
����� y = f(x) ������	����-

��
# ����'����
# ��������#� ��� � �(yln . B' (2.8) ����
��, ��� 
	���
�
 (2.28) ����� '������� � ����� ����� ����: 

 � �
y
yy
(

�(ln . (2.29) 
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= ������# ������	�������� ����'������ 
����� ��������� 
�����
# ����'����
# � ��� ��
����, ����� ������	��������� 
�-
������ ��� 	
�����. <���� ���������� �������� �� 	���
�� 

 � � ,ln (�( yyy  (2.30) 

���
������ �' 	���
�� (2.29) 
��������� �� y. 
B�����'
� 	���
�
 (2.30), ������ ����'����
# 	
����� ���� 

vuy � , ��� u = u(x), v = v(x) – ��		�������
���� 	
�����, ����'-
������ ������� �'������: 

"
#
$

%
&
' (

(�((�(�(�(
u
uvuvuuvuvuuvuyyy vvv ln))(lnln()ln()(ln . 


����� 2.19.  /���� ����'����
# 	
����� .3 xxxy �  
; � , � � � � . �������� ��������� (2.30), ������� 

.3
11ln1

3
1ln

ln3
1ln)(ln

3

3
1

"
#
$%

&
' �12

3
45
6 "

#
$%

&
' �

�
(

12
3

45
6 "

#
$%

&
' �

(
"
#
$

%
&
'�(�( 

xxxxxxxy

xxyxyyyy

x

x

 

�
��� K = K(t) – ������������ �������� ������ � ������ ���-
���� t. !���� �� ���������� (�����������) �����
 ����������� 
�������� r �� 	
����� K(t)? K��� �������� �������#��� ���� ��' 
'� ������ ������� 7t, �� �������� '� ������ �������� Kr7t (�� 
�������, ��� r – ����������� ������ � '� ���, 7t – ���� ����). <�� 
��� ���������� ������ � �������� �� �����
 – ���� � �� ��, �� 
7G � Gr7t . ���#�� 

 
tK

Kr
7

7
� . (2.31) 
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�����������, ��� 	
����� K(t) ����� ����'����
# K((t). <�-
��� �� ����� '������� � ��������� (2.31) ���������� 76 �� ��	-
	�������� dK = K’7t, � ��'
������ ���
��� 

 .)(ln (�
(

�
7
7(

E K
K
K

tK
tKr  (2.32) 

�"��:  �	���� ����������� �����	� r �������	 � ����-
���������� ����������� �	 ������� ������. 


����� 2.20.  �
��� ,)1()( 5,1
0 � tKtK  ��� t – ����� ��� �� 

�������� ������, 60 – �������� ������ � ��������� ������ �����-
�� t = 0. <���� �� ����� ����������, ��� �'�������� ������ ���-
����� r = r(t). &������������, 

� � C D
1

5,1)1ln(5,1ln)1(ln 0
5,1

0 
�(�

(
E

t
tKtKr , 

���, � ���������, %.150)1( 1
E tr  <��, ����' ��� ���� ����� ��-
������ ������ ������ ���� r E 50 % �������, ����' 5 ��� ������ 

����,����� �� 25 % ������� � �.�. �������, ��� �����#���� ���-
����� ����� ������ ��� ?��� �� 
������, � ��'�������, ��������
 

.15,1 0 �( tKK  
;�'�������� ������� – ������ �� ������������ ������� ���-

������� ������	�������� ����'������. = �� ������# ����� ��-
�
���� ��������
# �����
 ���������� ������-���� ������ (����, 
�������, �'������ ��� ��������� ��� 	
����� �� �������). �
���, 
��������, � ��������� ������ �� 1 ��� ���
��� �������. ������-
�����, ��� ��� �������� ��������� �������� �������� ����'�� �� 
75 % �� ������ ���
��� �� 100 % �� ������ ����,����, �.�. 

14
3)( bttB 

� , ��� 0 ) t � 1 – ����� � ����� ����, b1 – �������� 

��������� �������. L� ����
# �����# ����� ���
��� ����������-
��� ������� ��� ��������� �
��� ������'������� 

%.641,0
156

1
3

33
52
1

)0(

)0(
52
1

1

11
��


"
#
$

%
&
' 

�

"

#
$

%
&
'

b

bb

B

BB
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<���� ����'��, '� ����
# �����# ���������� ������� �������� 
52·0,641 = 33,3 % �������. L� �������## �����# ������������� 
������� ��������� �
��� 

%,483,0
207
1

3
52
51

3
52
51)31(

52
51

52
51)1(

��
"
#
$%

&
' 

"
#
$%

&
' 


�
"
#
$%

&
'

"
#
$%

&
'


B

BB
 

��� ���������� 52·0,483 = 25,1 % �������. /���
��� 
��������, ��� 
���
������ ��'
������ ��'���������� ������#��� �� ���������� 
������ ����� ��������� �������. &������������, 

� �
3

1
4

ln)3ln()(ln 1


�

(

1
2

3
4
5

6
"
#
$

%
&
'�(

t
bttB . 

<���� ����'��, ���������� ���������� � ������ t = 0 ����� 
3
1 , ��� 

���������� 33,3 % �������, � � ������ t = 1 ����� 1/4, ��� ������-
���� 25 % �������. 

�����������, ��� ���������#��� ������ �������� r �� �����-

��� ����� ����� 
7
2  (E 29 % �������). ;�,�� �����������

3
1
t

>
7
2 , 

������, ��� ��� t<
2
1 , �.�. � ������ �������� ����, ������� ������-

������ ���������� ����,� r. <���� ����'��, ��������
 ������� 
������� ������� ��� ����' 6 ������� ����� ��� ���
���. G�'������ 
������������ ������: ��� ���
����� ���
������ ���������� ���-
����, ���������� �������� 
���� ���� r? =
�����
�� ��������� 
������� ���
���. G�'�����, ��������, ��� ���
������ ������� � 
������,�� �
�
��� ������� ������ r ���� ���������� �������. 
&�
��� ����� – ���
������ ��������� ��F����� ��������� ?�����-
�� �������. 

;������������ ������ � �������� �������� ������� ��
���� 
����� ����� ������. �
��� A(t) – ��������� ���������� ������ " � 
������ ������� t, r – ���������� �� �������� ����� � ��
��� ����-
��. =������ ��� ��������, ��� r �� '������ �� �������. J���� ��-
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����� ���
���� ��� ��������� ����� "? &�� ������ �� ������ ��-
���� ������ �������� �������, � ������� �������� ���������� ��-
�������� ������ " �
��� ����,� r. <�� ��� ���������� ���������� 
" ��������� � ������ ����� ��� ���������, ������� �������� ���-
���� '������� ������������ 

 � � .)(ln rtA �(  (2.33) 

K��� ����������� (2.33) '����� �������� (t1, t2), �� ����� " ���-
�
�� �
���� � ������ t1 � ������� � ������ t2. !�������� ��,���� 
����������� (2.33) ����� ����� � ����� �����
# ���
��
�
. K���, 
��������, ?�� ��������� �������� ��F��������� ��
� ���������� 
(–�, t1) 0  (t2, + �), �� ����� " ������� ������� � ������ t1 � ����� 
�
���� � ������ t2.  


����� 2.21.  �
��� r = 10 % �������, ,)( arctg tCetA � C – const. 
G ����� ������ ������� �������� ����� �
���� (�������) ����� A? 

; � , � � � �. &�� 	
����� tCetA arctg)( �  ����������� (2.33) ���-
����'
���� � ���
 

.1,0
1

1
2 �

 t
 

���#�� t2 < 9. ��?���
 ���������� ������ ����� 0,1 �� ��������� 
(–3; 3). =������������, ����� ������� �
���� � ������ t = 
3 � 
������� � ������ t = 3. 

§ 2.8. D���#�����#� � �� �����#�� 

������� ?����������� ���� ������� :����� !��,����� � ���-
'� � �����'�� 	
����� ������. �� �
�����
, ?�� ������� �������� 
����� �������������� � ����� ����������� ��� �����'� �#��� 
��		�������
���� 	
�����. 

���������� . �����
�	����� ������� y = f(x) � 	��� x0 
������	�� �����'�� ����: 

 .:lim)(
00 ""

#

$
%%
&

' 77
�

�7 x
x

y
yxE

xyx  (2.34) 

#�����	 	���, �	� Eyx(x0) – �#��
�
�	� #����
�	���
 y �� x. 
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K��� �' ��������� ����, � ����� ����� ������������ ?������-
����� � ����� ���������� �������� ��'��������, �� � ���'������� 
?����������� ���
� ��
������� ��������� �������. !� �
��� 
����� ������'����� ����������� ���'������� Ey � Eyx. 

B' ����������� ?����������� ��������, ��� ��� ���������� ��-
��� 7x ����������� ������������ ��������� 

,: yE
x
x

y
y

E
77  

������� ����� '������� � ���� 

 .
x
xE

y
y

y
7

E
7  (2.35) 

�"��:  ����	�����	
 Ey – �	� ���������	 ������������
-
���	� ���� �	����	�
���� ��������� ������ y � x. 

K���, ��������, x 
��������� �� ���� �������, �� y 
��������� 
(�����������) �� Ey  ���������. 

&���� ������
���� ��������� 	���
�, ������#��� ?������-
����� ����' ����'������ 	
�����. L������, ��-������, ��� 

),(
)(

)()(lim
)(

:
)(

)()(lim)(

0
0

000
00

0

00

00
00

xf
xf

x
x

xfxxf
xf

x
x
x

xf
xfxxfxE

x

xyx

(�
7


7
�

�""
#

$
%%
&

' 7
7
�

�7

�7
 

��� 

 .y
y
xEy (�  (2.36) 

<���� ����'��, ���� x0 � A � f(x0) � A, �� ��� �
����������� ��-
������� ������� (2.34) � ����� x0 ���������� � ����������, ����� 
�
���������� �������� ����'������ ).( 0xf (  &����, ���������� ��-
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��,���� 
y
y(

 ��� ������	������
# ����'����
#. =�������������, 

	���
�� (2.36) '���,���� ����� � ���� 

 .)(ln (� yxEy  (2.37) 

/������, '������, ��� 
� �

,
)(ln

1
/1
1

(
��

xx
x  ��?���
 ?����������� 

Ey ��������� � ����,����� ������	�������� ����'������ 

 � �
� �(

(
�

x

yEy
ln

ln . (2.38) 

;��������� ������ ��� ������� ?�����������1. 
*����#�� 1 . 3���	�����	
 � 	��� x0 ����� y = y1 + ... + yn 

������	�
��! ������� yi = fi(x) (i=1, 2, ..., n) �����	����	 ��-
�	��)��� 

 Emin ) Ey ) Emax, (2.39) 

�� Emin (Emax) – �	� �������
��� (��������
���) ����	�����	
 � 
	��� x0 ������� yi. 

& � � � ' � � � � � � � � � . G������'
���� 	���
��� (2.36): 

y
EyEy

y
yxyx

y
yxE nnn

y


�
((

�
(

�
...... 111 , 

��� Ei – ?����������� yi � ����� x0. 
                                                        
1 J ������������� ���� ����� �������� ��� ����� ��������: ?������-

����� (2.34) �������� ��'��'������ ��������� � �� '������ �� ������ ���-
��� �'������� ������� y � x. A�� 
���������� ����
�� �' ��'��'�������� � 

��'���������� �� ������ ������ �'������� ����,���� 
y

y7
� 

x

x7
. 
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�
��� /i = 
y
yi  (i = 1, ...,n) – ���� yi � �
��� y. <����  

 ....11 nny EEE // �  (2.40) 

<�� ��� yi > 0, ��� /i>0 � /1 + ... + /n = 1. B' ����������� Emin 
����
��, ��� Ei  � Emin. B�����'
� (2.40), ���
���  

Ey � /1Emin + ... + /nEmin = Emin. 

&����, Ei ) Emax, ��?���
 

Ey ) /1Emax + ... + /nEmax = Emax. 

*����#�� 2 . 3���	�����	
 ���������� ������� u = u(x) � v 
= v(x) � 	��� ����� ���� ����	�����	� ������� u � v � 	�� � 
	���: 

 Eu·v = Eu + Ev. (2.41) 

& � � � ' � � � � � � � � � . B�����'
� 	���
�
 (2.37) � �������� ��-
����	�������� 	
�����, ���
���  

.)(ln)(ln)ln(ln)(ln vuvu EEvxuxvuxuvxE �((�(�(��  

*����#�� 3 . 3���	�����	
 ���	���� ������� u = u(x) � v = 
= v(x) � 	��� x0 (v(x0) � 0) ����� ������	� ����	�����	� ������� 
u � v � 	�� � 	���: 

 ./ vuvu EEE 
�  (2.42) 

& � � � ' � � � � � � � � �. =���� ������'
�� 	���
�
 (2.37) � ����-
���� ������	�������� 	
�����: 

.)(ln)(ln)ln(lnln/ vuvu EEvxuxvux
v
uxE 
�(
(�(
�

(
"
#
$

%
&
'�  

*����#�� 4 . ,�� ������� y = f(x) � x = g(t) ����	�����	
 y �� 
t � 	��� t0 �����	����	 �����'�� �����	��: 

 ).())(()( 000 tEtgEtE xtyxyt �  (2.43) 
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& � � � ' � � � � � � � � �. �������� 	���
�
 (2.38) � ������� 
��		������������� ������� 	
�����, ���
��� 

� �
� �

).())(()(
)(ln
)(ln

)(ln
)(ln

)(ln
)(ln

ln

ln)( 0000 tEtgEtE
xx
xy

t
x

x
y

t

ytE xtyxxt
tx

tx

t

t

t

t

t

t
yt �

((
((

�
(
(

(
(

�(

(
�  

*����#�� 5 . ,�� ������� y = f(x) ����	�����	
 ����	��� 
������� x = g(y) � 	��� y0 �����	����	 ���	��)��� 

 )).(()( 0
1

0 ygEyE yxxy

�  (2.44) 

& � � � ' � � � � � � � � � . ��������
 g(y) – �������� 	
�����, �� 
����������� ��������� 

f(g(y)) = y. 

�������� 	���
�
 (2.43), ���
��� 

).()())(( 000 yEyEygE yyxyyx �  

<�� ��� ,1:lim)(
00 �"

#
$

%
&
' 77

�
�7 y

y
y
yyE

yyy  ��  

,1)())(( 00 �yEygE xyyx  

���
�� ����
�� ��������� (2.44). 


����� 2.22.  �
��� y = C = const. B�����'
� (2.36) , ���
-
��� 

.0�
(

�
C
CxEC  


����� 2.23.  /���� ?����������� 	
����� y = x + C, ���  
C – ����������. 

; � , � � � � . �� 	���
�� (2.36) ���
���� 
Cx

x
Cx
CxxEy 

�


(
�

)( . 
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����� 2.24.  /���� ?����������� 	
����� .axy �  

; � , � � � � . �������� 	���
�
 (2.37), ������� ?����������� 

� � .1)ln(ln a
x

xaxaxxxE a
y ��(�

(
�  

1. �����#�������� ��"�� C���#�����#� 

/������� �������������� ����� ����'������: )( 0xf (  – ?�� 
������� 
��� ������� ����������� � ���	��
 	
����� y = f(x) � 
����� $(x0, y0), y0 = f(x0). C������������� ����� ?����������� 
	
����� f(x) � ����� x0  ���'�� � ��'������� ������ ����������� �� 
����'�� ������� A, B � C , ��� A(xa, 0) – ����� ����������� ����-
������� � ���# Ox, B(0, yb) – ����� ����������� ����������� �  
���# Oy (���. 2.3).  

 

 O 

 A 

 B 

 C 

 x

 y 

 

)��. 2.3 

K��� ?����������� y �� x  ������������, �� ��� ��������� � ��-
��,����� ���� ����'��� BC � AC: 

 
AC
BCxEyx �)( 0 . (2.45) 
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K��� �� ?����������� y �� x � ����� x0 ������������ (���. 2.4), 
�� ����������� ����
#��� ������,����: 

 
AC
BCxEyx 
�)( 0 . (2.46) 

 

 O 

 A 

 B 

 C 

 x 

 y 

 

)��. 2.4 

C ������# �������� 	���
�� (2.45) � (2.46) ����� '������� � 
���� ����� 	���
��: 

 .)( 0 ACxEBC yx�  (2.47) 

&������ ��������� (2.47). D�������� ����������� ����� ��� 

 ).)(( 000 xxxfyy 
(�  (2.48) 

��������� � 
�������� (2.48) ���������� ����� B(0, yb), ���
��� 

,)( 000 xxfyyb (
�  

K��� �� ���������� � 
�������� (2.48) ���������� ����� A(xa, 0), 
�� ���
��� ��������� 

),)((0 000 xxxfy a 
(�  
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�' �������� ������� 

)( 0

0
0 xf

yxxa (

� . 

<�� ���  

""
#

$
%%
&

'
(

�
� 0
0

0
00 ,

)(
),( y

xf
yyxxAC a  

�  
),)(,(),( 00000 xxfxyyxBC b (�
�  

�� 

.)()(
0

0

00 ACxEAC
y

xxfBC yx�
(

�  

2. E�����& C���#�����#� ������ 

�
��� )( pDD �  – ����� (� ���
������� ��������) �� ������-
��� ����� ��� ���� p. <�� ��� ��� 
��������� ���� ����� 
����-
,�����, �� ?����������� ������ ED < 0. =���� ��'������� ����	��-
���, ���� |ED| > 1, � �����	�����, ���� |ED| < 1. <����� ����-
)��� �����	����� ����� �'������ ������� ��
���, ����� �'��-
����� ���� �� �������� �� � �����
 �'������# ������. G ?��� 
��
��� ED = 0. G ��
��� ������� ��
���, ����� ����� ����� �����-
��� ���� ���
����� ���
������ 
���������� ���
��� �� �
�� �� 
������� ����� ��'���������, �������, ��� ����� �������� ����-
)��� ����	�����. !���� �������, ��� ��� �����,���� ?������-
���� ������ | ED| = �. 

K��� ����� �� ������� ��������� ���
������� ��� ��
�� ��-
�
������� ��������  ?��������� (��?���������), �� � �
������� 
����� ����� �������� ?��������� (��?���������). A�� 
�������-
��� ����
�� �' ������� �������� ?�����������. &������������, 
�
��� ����� Di(p) ������� ���
������ (i = 1, 2, ... , n) �������� ?��-
�������. <���� ��� ?�����������  iDE ������ Di  �����  

iDE < –1. 
�
��� Emax = 

1 2
max{ , ,..., }.

nD D DE E E  ��������
 
iDE < –1 ��� ����  

i = 1, ..., n, �� � Emax < –1. �������� 	���
�
 (2.40), ���
��� ��� 
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?����������� �
�������� ������ ����������� ED ) Emax < –1. =��-
����������, �
������� ����� ����� �������� ?���������. &�� ��-
?���������� ������ ����'��������� ����������. 

K��� �������� ������#� ������������ '������� ������, ��  
D = D(p) – ?�� �� ������ ���������� ����,�������� ������, �� � 
������������ ���������� ���������� ������. G ?��� ��
��� ����� 
���
��� ���� ��������� R = pD. /������ ?����������� ���
��� �� 
����: 

DR Ep
D
Dp

pD
DpDp

R
RE �

(
�

(
�

(
� 11 . 

=������������, ��� ?��������� ������ ER < 0, � ��� ��?������-
��� ������ ER > 0. 

�"�� : *��� ����� ����	���, 	� ������ ��� ������	 
������ ��'� ������� � ���	����������� ����������. *��� 
� ����� �����	���, 	� ������ ��'� ������� �����!���	 � 
	�� � ����������, �	� � ������ ���. 

������� ���	������� �����' ?����������� ������, ����
�� 
�������, ��� � ?������������ ������ ������� ��� ��� �'�������� 
�����������, �������� �� ��, ��� ����� D ��������������� ��� 
?��� ��� 	
����� ���� p. = 
����� ?���� '��������, ������'
� 
	���
�
 (2.46) (��� (2.47)), �������� � ����
#���
. 

�"�� : ����	�����	
 (�����	�����	
) ������ ������ � 	��-
� $ ������	, �	� �	���� ����	�
���, ��������� � �	�� ���-
��� � 	��� $, � ������� " � 2 �� ���! ��������	 (���. 2.5), �-
��	�� 	����� $ 	��, �	� �	���� "$ ����� (���	�	�	���� 
�����) �	���� 2$. 

 

 O 

 B 

 A 

 C 

 q=D(p) 

 q 

 p 

 
)��. 2.5 
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&�� �������� 	
����� ������ )0()( �� kbkppD  ����������� 
� ���	��
 ��������� � ������ ������. G ?��� ��
��� ����� $, � ��-
����� ����� ?�������� (��?��������), ����������� ��,� (����-
���������� ����) �������� 0 ����'�� "2 (���. 2.6). 

 

 O  B 

 A 
 C1 

 C2 

 M 

 q 

 p 

 

)��. 2.6.  

G ����� $1 ����� ?��������, � � ����� $2 ����� ��?��������. 
 

§ 2.9. )����������� ����$���$� ,������ 

�
��� p – ���� ������ �� ��������� �����, S(p) – ��� ������-
����� ��� ���� p, D(p) – �����. ;���������� ���� p0 ������������ 

��������� 

S(p0) = D(p0). 

�����������, ��� �������� �������������� ����� � ����'��-
������� � ��'���� t � ������ ������� ������. <�� ��� '���������� 
����������� �� ���� ������������ �������#, � ��� ���� p � ����-
�� t ������� ����� ��, ��� � ��� ���� p 
 t � ���
������ �������-
�������� ������, �� St(p) = S(p – t), ��� St(p) – 	
����� ����������� 
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����� �������� ������. <���� ����'��, ������ ����������� ����� 
�������� ������ ���������� �� t ����� (���. 2.7). 

 

 p0 

 pt 

 O 

 t 

 D 

 S 

 St 

 q 

 p 

 

)��. 2.7 

�
��� pt – ����� ����������� ����. ;�������� ������ � ������-
����� ��� ���� pt ���������� 
��������� 

St(pt) = D(pt), 

������� ?����������� 
�������# 

 S(pt 
 t) = D(pt). (2.49) 

L������ ���������� 	
����� S(p) � D(p) � ����� p0 �� �� ��		�-
��������, ���
��� (������������) ���������: 

 ,)()()( 000 ppSpSppS 7(�7  (2.50) 
 ,)()()( 000 ppDpDppD 7(�7  (2.51) 

� ������� 0ppp t 
�7  ���� �'������� ����������� ����. = 
����� 
(2.50), (2.51) ��������� (2.49) ����������� ��� 

.)()())(()( 0000 ppDpDtppSpS 7(�
7(  
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<�� ��� S(p0) = D(p0), �� ��������� ��������� ?����������� �����-
���
 

.)())(( 00 ppDtppS 7(�
7(  

���#�� 

 
)()(

)(

00

0

pDpS
pStp

(
(
(

�7 . (2.52) 

B���, ����� �������� ��������������� ������ '������ �����-
������ �� ���
��
 1 ��. ������ 
��������� �� �������
 7p, ����-
�
# ����� (�����������) ���������� �� 	���
�� (2.52). =������-
������� ����� ����'�������� (����� �� 1 ��. ����
����) 
����-
,���� �� 

)()(
)(

00

0

pDpS
pDtpt

(
(
(


�7
 . 

=������������, ��������� ����� �������������� ����
 ���������-
���� � ����'���������� ����
���� � ����,���� 

C D C D.)(:)(: 00 pDpSptp (
(�7
7  

��������
 � ����� p0 ����� ����� ����������#, 

C D C D,:
)(
)(:

)(
)()(:)(

0

00

0

00
00 DS EE

pD
ppD

pS
ppSpDpS 
�

(
(
�(
(  

��� ED, ES – ��?		������� ?����������� ������ � ����������� � 
����� p0. 


����� 2.25.  �
��� ������� ?����������� ������ ����� (–3), 
������� ?����������� ����������� ����� 2, � �������� ����� 
t = 100. <���� ���� ����� �������� ?���� ������ 
��������� �� 
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,40100
32

2
��


 � ������� ����'�������� �� ����� ������� ���-

�
���� 
����,���� �� 100 – 40 =60. 

§ 2.10. :�����" � �����%�#���"! �������&! 

:������ 2.5 (������� )����) .  ���	
 ������� f(x) ���-
���� �� ��	���� (a, b) � � ���	���� 	��� x0 �	��� ��	����� 
�������	 ������
) ��� �����
) ������. ����� �������� 
	��
�� ��� ������: 

1) ����������� )( 0xf (  � ��'�	��	, 
2) )( 0xf ( = 0. 
& � � � ' � � � � � � � � � . K��� )( 0xf (  �� �
�����
��, �� ����'����� 

������. K��� )( 0xf (  �
�����
��, �� �
�����
#� � ����� ��� ����-
��������� ����'������ � ����� x0: 

).()( 00 xfxf 
 (�(  

�����������, ��� ��������������, ��� x0 – ����� ������
��. 
<���� ��� �#��� ����� x = x0 + 7x �' ��������� (a, b) ����������� 
����������� 7y = f(x) 
 f(x0) ) 0. =������������, 

0)
7
7

x
y , ���� 7x > 0, � ,0�

7
7

x
y  ���� 7x < 0.  

�������� � ��������, ���
���: 

,0lim)(
000 )

7
7

�(
�7

 x
yxf

x
 

.0lim)(
000 �

7
7

�(

�7


 x
yxf

x
 

��������
 ),()()( 000 xfxfxf (�(�( 
  ����� .0)( 0 �( xf  
C������������� ����� ������� *���� ������� � ���, ��� ����-

������� � ���	��
 	
����� y = f(x) � ����� (x0, f(x0)) ����������� 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 119

��� Ox, ���� x0 – ����� ������
�� ��� �����
�� 	
����� f(x) �� 
��������� (a, b) (���. 2.8 �, �).  

 

 x 

 y 

 a  b  x0  O 

max 

)��. 2.8, � 
�

 

 x 

 y 

 a  b  x0  O 

)��. 2.8, � 

min 

 

������ � ����� ������
�� (�����
��) x0 ����'������ )( 0xf (  
����� � �� �
���������� (���. 2.8 �, �). 

 

 x 

 y 

 a  b  x0  O 

max 

)��. 2.8, �  

 

 x 

 y 

 a  b  x0  O 

)��. 2.8, "

min 

 

:������ 2.6 (������� *���� ) .  ���	
 ������� f(x): 
1) �������� �� �	��� [a, b], 
2) ������������ �� ��	���� (a, b), 
3) f(a) = f(b). 
����� ��'�	��	 	���� c � (a, b), � ��	���� .0)( �( cf  
& � � � ' � � � � � � � � � . <�� ��� 	
����� f(x) ���������� �� ��-

��'�� [a, b], �� ��� ��������� � ��������� ������ xmin � xmax ����-
������� � ������������ '�������: m = f(xmin), M = f(xmax). K��� 
m = M , �� f(x) = m = const � � �#��� ����� ��������� (a, b) ����'-
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������ .0)( �( xf  ��?���
 �� ����� �������, ��� m � M. ������� 
c = xmin, ���� f(a) � m, � c = xmax, ���� f(a) = m. ��� ����� ��������-
��� c ����� c � a. ��������
 f(b) = f(a), �� f(b) � f(c), ��?���
 c � b. 
B���, c – ?�� ����� ������
�� ��� �����
�� 	
����� f(x) � 
c � (a, b). �� ������� *���� .0)( �( cf  

:������ 2.7 (������� (�"��	�� ) .  ���	
 ������� f(x) 
�������� �� �	��� [a, b] � ������������ �� ��	���� 
(a, b). ����� ��'�	��	 	���� 	���� c � (a, b), �	�  

 ).)(()()( abcfafbf 
(�
  (2.53) 

*���
�� (2.53) ��'������� �������� %�������, ��� �������� 
������! �����'���.  

& � � � ' � � � � � � � � � . G����� �������������
# 	
����#  

h(x)=(f(x) – f(a))(b – a) – (f(b) – f(a))(x – a). 

<����: 
1) h(a) = h(b) = 0; 
2) h(x) ���������� (��		�������
���) � ��� �� ������, ��� ��-

�������� (��		�������
���) 	
����� f(x), �.�. h(x) ���������� �� 
[a, b] � ��		�������
��� � (a, b). �� ������� ;���� �
�����
�� 
����� c � (a, b), � ������� 0)( �( ch . <�� ��� 

,0)()())(()( �

(�( afbfabcfch  

�� � ����� � ����������� ��������� (2.53). 
���� ������ �������������� ����� ������� @�������, '���-

,�� 	���
�
 (2.53) � ���� 

 ).()()( cf
ab

afbf (�



  (2.54) 

����'������ )(cf (  – ?�� ������� 
��� ������� ����������� � 
���	��
 	
����� y = f(x) � ����� C(c, f(c)), � ����,���� 
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ab
afbf




 )()(  – ?�� ������� 
��� ������� ���
���, ���������� ����' 

����� A(a, f(a)) � B(b, f(b)) (���. 2.9). 

 

 x 

 y 

 A 

 a 

 B 

 b 

 C 

 �  O  

)��. 2.9 

*���
�� (2.54) �'������, ��� �� ��������� (a, b) �������� ���-
�� c, ��� ������� ����������� � ���	��
 � ����� (c, f(c)) ���������-
�� ���
��� "2. 

<������ @������� ����� ���
����� ����
#�
# ?��������-
��
# ������������#. �
��� f(x) – 	
�����, ������#��� '�����-
����� �'������ �� ��F��� ����'������� x. ������� � (2.54) a = 0. 
<���� ����� ����� (2.54) – ������� (����������) �'������, � ���-
��� ����� – ���������� �'������. 

�"��:  ��� ������� ������ ������������, 	� ��� 
����� ��;� ���������	�� b ����� ������ ������� ���-
�����	 � ����
���� ��������� ��� ���	���� ��
)� ��;-
� ���������	�� c. 

:������ 2.8 (������� +�!
) .  ���	
 ������� f(x) � g(x) 
�������� �� �	��� [a, b] � ������������ �� ��	���� 
(a, b). ���	
, ���� 	���, 0)( �( xg  �� (a, b). ����� ��'�	��	 
	���� c � (a, b), 	����, �	� 

 
)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

(
(

�



 . (2.55) 
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& � � � ' � � � � � � � � � . &������ �������, ��� g(b) � g(a). &����-
��������, ���� �� ����������� ��������� g(b) = g(a), �� �� �����-
�� ;���� ��,���� �� ����� x0�(a, b), � ������� 0)( 0 �( xg . : ?�� 
������������ 
�����# �������. 

��������� �� [a, b] �������������
# 	
����# 

)).()((
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfxh 









�  

/���
��� 
�������� � ���, ��� h(x) ���������� �� [a, b], ��		�-
������
��� �� (a, b) � h(a) = h(b) = 0. �� ������� ;���� �
�����
�� 
����� c � (a, b), �����, ��� .0)( �( ch  ��������
 

,0)(
)()(
)()()()( �(







(�( cg
agbg
afbfcfch  

� 
����� 0)( �( cg  ���
���� 	���
�
 (2.55). 

§ 2.11. 
������ ����#��& 

:������ 2.9 (����
�� (��
����) .  ���	
 " – �����, ���-
��� �����	������� ����� (A = a ± 0) ��� ������ ���������	� 
(A = ±�). ���	
 ������� f(x) � g(x) ���� �� �������� ����, ��-
�� �� �������� ���
)� ��� x�A. ����� ��� ��'�	��	 ��-

�� 
)(
)(lim

xg
xf

Ax (
(

�
 (������� ��� ���������), 	� ��'�	��	 � ��-

�� 
)(
)(lim

xg
xf

Ax�
, ��� �	�� �������	�� �����	�� 

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

AxAx (
(

�
��

. 

& � � � ' � � � � � � � � �  ?��� ������� ����� ������ � ��
���, ��-
��� f(x), g(x) – ���������� ����� 	
����� � " = a – �����. B'��-
���, ���� ?�� ����������, ����������� 	
����� f(x) � g(x) � ����� 
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� ���, ����� '������� ?��� 	
����� � ����� � ���� �� ����� �
-
�#: f(x) = g(x) = 0. <�� ��� lim ( ) 0 ( )

x a
f x f a

�
� �  � lim ( ) 0 ( ),

x a
g x g a

�
� �  

�� f(x) � g(x) ���������� � ����� �, � � ?��� 	
������ ����� ���-
������ ������
 J�,� (��. § 2.10). D�������, ��� ( ) ( ) 0,f a g a� �  
���
��� 

)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

cg
cf

agxg
afxf

xg
xf

(
(

�





�  

��� ��������� ����� �, ������������� ����
 ������� a � x. ��� 
x � a ����� c � a �, �������������, 

.
)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

cg
cf

xg
xf

axacax (
(

�
(
(

�
���

 

/�������, ��� ������ 
)(
)(lim

xg
xf

Ax�
 ��'������� ���������-

�	
� ���� 
0
0  (��� 

�
�  ), ���� f(x) � 0, g(x) � 0 (�������������� 

���� )(,)( xgxf ), ����� x � A. ������� @������� ��'����-

�� �� ������ ��
���� ����� ������ 
)(
)(lim

xg
xf

Ax�
 ���� 

�
�,

0
0  ���, ��� 

�������, �������� ����������������. 


����� 2.26.  /���� 
x
x

x

lnlim
��

. 

; � , � � � � . B���� ���������������� 
�
� . �������� ������� 

@�������, ���
��� 

� �

� �

1
lnln 2lim lim lim lim 0.1

2
x x x x

xx xx
xx x

x
�� �� �� ��

(
� � � �(  
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����� 2.27.  /���� x

n

x e
x

��
lim , n – ���
������� �����.  

; � , � � � � . B���� ���������������� 
�
� . �������� ������� 

@�������, ������ 

� �
� � x

n

xx

n

xx

n

x e
nx

e

x
e
x 1

limlimlim



������
�(

(
� . 

=���� ���
���� ���������������� 
�
�  (���� n 
 1 > 0). �������� 

������� @������� ��������: 

x

n

xx

n

x e
xnn

e
nx 21 )1(limlim




��




��



� . 

K��� n 
 2 > 0, �� ��
2nx  � ������� @������� ����� ��������� 
��� ��' � �.�. G ��'
������ ���
���� ������
 �������� 

.0!lim...)1(limlimlim
21

���



��
��




��




���� xxx

n

xx

n

xx

n

x e
n

e
xnn

e
nx

e
x  


����� 2.28.  /���� � �nx

x
xe 


��
lim . 

; � , � � � � . B���� ���������������� � 
 �. ����� �������-

������� �������'������ ""
#

$
%%
&

'

�
 x

n
xnx

e
xexe 1  ���
��� 

� � x

x

nx

x
exe

����
�
 limlim � ,)01(lim1 ��
���""

#

$
%%
&

'



�� x

n

x e
x  

��� �� ������'����� ��������� 0lim �
�� x

n

x e
x  (������ 2.27). 
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����� 2.29.  /���� "
#
$%

&
' 


��

3 232lim xxxx
x

. 

; � , � � � � . B���� ���������������� � 
 �. ;������� ?�
 ��-
��������������, �������� ������� @������� ����� ������������-

�� �������'������ � '����� ���������� 
x

y 1
� : 

� � � � � � .
6
11

3
11

2
1lim

11
lim

11
lim1111limlim

3
2

2
1

0

3

0

3

0
33 232

�12
3

45
6 
�

(

(



�

�



�"
"
#

$
%
%
&

'

�"

#
$%

&
' 






��

�����
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y
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y
yy

xx
xxxxx
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yxx

 


����� 2.30.  /���� xx
x

lnlim
00�

. 

; � , � � � � . B���� ���������������� ���� 0·�. ����� �������-

'������ 
"
#
$

%
&
'

�

x

xxx
1

lnln  ���
���� ���������������� 
"
#
$

%
&
'�

x

x
x 1

lnlim
00

 ���� 

�
� , ������� ����� ������������ �� ������
 @�������: 

� � .0)(lim
1

1

lim
1

lnlim
1

lnlim
00

2
000000

�
�
"
#
$

%
&
'


"
#
$

%
&
'

�(
"
#
$

%
&
'

(
�

"
#
$

%
&
' ����

x

x

x

x

x

x

x
xxxx

 

G ���� ��
���� �� ������
 @������� 
������ �������� ������-
���������� ���� �1,00  � 0� . &�� ?���� ����
�� �������'������� 

���������� ,)( )(ln)()( xuxvxv exu �  ������� �������� 
��'����� ����-
������������ � ���
 0·�. 


����� 2.31.  /���� .lim
00

x

x
x

�
 

; � , � � � �. B���� 

.1limlim 0lnlimln

0000
00 ���� �

��
eeex

xxxx

x

x

x
x  
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L���� �� �������'������� ���, ��� 0lnlim
00

�
�

xx
x

 (��. ������ 2.30), 

� �������������# 	
����� .xey �  

§ 2.12. E��", �������"� ����%�� � �,J�� 
��������#�� 

�
��� q – ���
�� ����
���� (� ���
������� ��������); R(q) 
 
���
��� �� ������; C(q) – �'������ ����'�������, ���'����� � 
���
���� q ��. ����
����. <���� ������� 

�(q) = R(q) – C(q). 

�����������, ��� �������#��� ����
#��� 
������. 
1. *
����� R(q), C(q) ���������� �� ���
��������� [0, +�) � 

��		�������
��� ��� q > 0.  
2. !�����
� ������� ����������� � ��������� ����� q* � 0. 

+��������.  G ��
���, ����� ������
� ������� �(q*) ����-
������� (�(q*) > 0), 
������ q* � 0 ������������ ����'�� �����-
������, ��������
 �(0) ) 0 (��� ���
��� – ��� ���
���, ��� ���
�-
�� – ��� �������). 

�
��� 
������ 1 � 2 ���������. <���� 	
����� 

� (q) = R(q) 
 C(q) 

��		�������
��� � ����� �� ��������� (0, +�) ������
� � ����� 
q* � 0. �� ������� *���� .0*)( �( q�  <�� ��� ),()()( qCqRq (
(�(�  
�� � ����� q = q* ���
���� ��������� 

 *)(*)( qCqR (�( . (2.56) 

G ?������������ ������ ��������� (2.56) ��F�������� ��� ���-
����, �������� �������
 	����, �������'��
#��� ���# �������, 

������������ ��F�� ����'������� ����� ����'��, ����� �������-
��� ���
��� ���� ����� ���������� �'�������. 
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G ��
���, ����� ��F�� ����'������� q �� ������ �� ���
 ���-
�
���� p, ����� R(q) = pq � .)( pqR �(  =������������, ��������� 
(2.56) ��������� ��� 

 *)(qCp (� . (2.57) 


����� 2.32.  /���� ��F�� ����'�������, ���� p = 15, C(q) = 
q3 +3q. 

; � , � � � � . ������� ��� ����'������� q ������ ����
���� 
�
��� ).12(315)( 23 qqqqqq 
�

��  ��������, ��� ,0)( �q�  ���� 

C D12;0�q . <�� ��� �(q) – ����������� 	
�����, �� �� ����'�� 

C D12;0  � ��������� ����� q* ��� ��������� �������,�� '������� 
�� ?��� ����'��. ��������
 0)( )q�  ��� 12�q , �� �(q*) – ���-
����,�� '������� ��� �#��� q � 0. B�����'
� ��������� (2.57), 
���
��� 

,3)(3)(15 2** �(� qqC  

���
�� q* = 2. <�� ��� 	���� ��������� ���
���� ����������
# 
�������, �� ��� �
��� ����'������ 2 ��. ����
����. 

*��������� �� ��������, ��� ��� ���� p = 15 	���� ������-
��� �� ������
 2 ��. ����
����. X���, ��� ������� 
������� ���-
�
������, �� ����� �� ����� 	
����# ����������� S(p) ������ 
	���� (��. � ���'� � ?��� § 2.15, ��� ?��� ������ �������� �'
��-
����).  

;��������� ������ ����� ����� ��
���, ����� ���� ����
���� 
p �������� ��		�������
���� 	
������ p = p(q) �� ��F��� ���
�-
�� q. B���� 

� �

� �.1)()()()(
)(
)(

)()()()(

��
(

�

�(�(�(

qEqpqpqpq
qp
qp

qpqqpqqpqR

pq

 

;�������� (2.56) '���,�� ����
#��� ����'�� 

� � *).(1*)(*)( qCqEqp pq (�  
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���
���� 
�������� ��� ����: 

 
1*)(

*)(*)(


(
�

qE
qCqp

pq
. (2.58) 

<�� ��� 0)( )qEpq , �� �' ��������� (2.58) ����
��, ��� ���� 
p(q*) �� ���� ���������� �'������ *).(qC(  G ����������������, 
���� 	���� '������� �
��������
# ���# �����, �� 
��������� �� 
���
��� �������� � ��������# ����� � ������# ����. G ?��� 
��
��� 0*)( �qEpq  � �' (2.58) ����
��, ��� ���� p(q*) ���
) ���-
������� �'������ *)(qC( . 

����������� ������, ��� 	���� �������� ����������. G ?��� 
��
��� ��� ���� p ��� �
��� ����'������ ������� ������ ����
�-
���, ������� ����
���� ���
������� ��� ���� p, �.�. q = D(p), ��� 
D(p) 
 	
����� ������. <���� ����'��, 	
����� D(p) �
��� �����-
��� 	
������ ��� 	
����� p(q). B' ������� ?����������� ����
��, 
��� 

� �.*)(*)( 1 qpEqE Dppq

�  

�
��� p* = p(q*) ����, ����������
#��� ���
��
 q*. ����-
������� ���
�� q* ����� ����������� ��� q* = D(p*) – �����  
��� ����
�,�� (��� ���������) ���� p*. D�������� (2.58) �����-
������ ��� 

 � �
� � 1*

*)(* 1 
(

� 
 pE
pDCp

Dp
. (2.59) 

�
���, ��������, ED = –1,2. <���� � � 61
6
51

1
11 �"

#
$

%
&
' 
�







DE , 

�.�. ���� ����������� p* � 6 ��' (!) ��,� ��� ���������� �'������. 
��� ��?��������� ������ |ED| < 1 '���������� ����� � ������ 

����� ��������� (2.59) 011 �

DE  � 	���
�� (2.59) �� ����� ����-

��. A�� '�����, ��� ��������� ����� ������������� �����������. 
*��������� ��� ��?��������� ������ ���������, ����������� 

�������� ���# �������, �
��� ������� ��F�� ���
���. ��� ?��� 
�'������ �
�
� ���������, � ���� � ������� – 
������������.  
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G ��������� ������ �������� �������� ����' (�'-'� ���
������ 
�������) ������������ �� ����
���� ������ ���������. =���� 
����� ������ ?���������.  


����� 2.33.  �
��� 2

2
1)( qqC �  – �'������ 	����-

�����������, D(p) = 40 – 2p ���� 	
����� ������. /���� '�����-
����� ���� p �� ���������� ����'�������� ����
���� q. 

; � , � � � � . <�� ��� q = D(p) = 40 – 2p, �� pq 
� 20
2
1  � 

.
2
120 qp 
�  B���, ��� 	
����� ������ D(p) �� ��,�� ������
# 

	
����# p(q) = .
2
120 q
  ������� �(q) ����� ��� 

.20
2
1

2
120)( 22 qqqqqq 
�
"

#
$

%
&
' 
��  

G ����� q* ������
�� ������� ����������� ���������  

( *) 20 2 * 0.q q� ( � 
 �  

/������ ����������� (��� ���������) ��F�� ����'������� 

q* = 10. =���������
#��� ���� �
��� .15*
2
120*)(* �
�� qqpp  

��� ?��� ���������� �'������ 10*)( �( qC . <���� ����'��, ����, 
�������� �������� ��� ���������, � ������� ��'� ��,� �� ���-
������� �'������. A��� �� ��'
����� ����� ���
���� � �� 	���
-
�� (2.59). &������������, 

p
p

p
p

D
DppEDp 



�





�
(

�
20240

2)( , 

��?���
 .3)15()( * 
�� DpDp EpE  =������������,  

� � .5,11
3
11)(

11
*1 �"

#
$

%
&
' 
�





 pEDp  
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§ 2.13. �"�A�� ��������"� 

�
��� )(xf (  – ����'������ 	
����� f(x). *
����� )(xf (  ��'�-
������ ����� ����� �����������. ����'������ �� )(xf (  ��'�����-
�� �	���� ����������� 	
����� f(x) � ���'�������� )(xf ((  ��� 

).()2( xf  ��	
� ����������� 	
����� f(x) ��'������� ����'���-

��� �� ),(xf ((  ��� ���'�������� )(xf (((  ��� ).()3( xf  G�����, n-� ���-
�������� �� 	
����� f(x) ��'������� ����'������ �� �� (n – 1)-� 
����'������: .))(()( )1()( 'xfxf nn 
�  C������ �����, ��� )()( xf n  – 
?�� ����������� ������� n �� 	
����� f(x).  

K��� x0 – ?�� 	������������ �����, �� ������ )( 0
)( xf n  ���'��-

���� ����'����
# n-�� ������� �� 	
����� f(x) � ����� x0. &�� �� 
�
����������� ���������� �
����������� ����'������ )()1( xf n
  
�� ������ � ����� x0, �� � � ��������� ����������� ?��� �����. 

1. 
��������& ���&�� n �#������� ������� 

�
��� /xy �  
 ��������� 	
����� � ����'������� (�� ������ 

�
�#) ����'������ /. ������ ����'������ .1
�( //xy  K��� / 
 F � 

� A, �� ������ ����'������ .)1( 2)2( 

� /// xy  K��� / 
 2 � A, �� 
3)3( )2)(1( 


� //// xy  � �.�. <���� ����'��, ���� / �� �������� 

���
������� ������, �� n-� ����'������ ����� ���: 

 � � .)1)...(1(
)( nn

xnx 


� // ///  (2.60) 

K��� �� / 
 ���
������� �����, �� 	���
�� (2.60) ����� ����� 
������ ��� n ) /. ;��������� ��������� ��
���, ����� / – ���
-
������� �����, � ������� ����'������ n = /. G ?��� ��
��� 	���
-
�� (2.60) �������� ���: 

� � .12)...1(
)(

�
� nnx
nn  
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/�������, ��� ����'������� ���
������� ����� �� 1 �� n ��-
'������� ���	������� ����� n � ���'�������� n!. <���� ����'��, 

����� � � !
)(

nx
nn � . &�� ���
�������� / � ��
��� n > /, ��������, n-� 

����'������ �� x/ ����� �
�#. 


����� 2.34.  

� �
� �
� �
� �� �

� �� �
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����� 2.35.  

� � � �� �

� �� � � �� �

� �� � � � .32...753
2
1
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2
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2. 
��������& ���&�� n ������#������ ������� 
 xy = a  (0 < a L 1) 

��������������� ��		�������
�, ������� 

� � � � � � .ln...,,ln,ln 2 nxnxx aayaayaay ��((�(  

G ���������, ���� ,xey �  �� ��� �#���� n ����� 

� �� �
.

nx xe e�  
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3. 
�������"� ���&�� n ������� sin x, cos x 

�
��� .sin xy �  ��������������� ��		�������
�, ���
��� 

� � .
2

sin,...,
2

2sinsin,
2

sincos "
#
$

%
&
' �"

#
$

%
&
' ��
�(("

#
$

%
&
' ��( ��� nxyxxyxxy n  

:��������� �������� 	���
�� ��� ����'������ n-�� �������-
	
����� xcos : 

� �� � .
2

coscos "
#
$

%
&
' �

�nxx n  


����� 2.36.  

 � �� � � � .coscos
2

10coscos 10 xxxx 
��"
#
$

%
&
' �� ��  

4. 
��������& ���&�� n ������� y = lnx 
��������������� ��		�������
�, ������� ����'������ 

.)!1()1(...,,2,1,1 1)(
3

)3(
2 n

nn

x
ny

x
y

x
y

x
y 



��
�((�( 
  


����� 2.37.   

� �� � .720!6ln 77
7

xx
x ��  

§ 2.14. 
��������� ��������"! � ����������> 
�������  

1. ������#���� � �,"����� ������� 

�
��� X � �  
 ������
��� �������� ������, �.�. X 
 ?�� ���� 
����'��, ���� ���
��������, ���� ��������. /�������, ��� 	
��-
��� )(xf  ��'������� ������	��'� (������'�) �� ������
��� 
X, ���� ��� �#��� ,,, 2121 xxXxx ��  ����� ����������� 

� �.)()()()( 2121 xfxfxfxf ��  
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K��� � ��������� ����������� ���
������� ���������, �� 	
��-
��� ��'������� �������'� (�������	��'�). <��, ��������, 
	
�����, �������#��� ���������� '������� const,)( �xf  ������-
�� ������������ ��
����#��� � ����'�����#���. �� '���
 ���-
�'������ � �"","","0" 
  ����� �
���� � ��������� �'������� 	
��-
��� �� ������
��� (const, ��'�������, 
������). G ��'����
��� ��-
�� ?�� 
���������� ������ ���� � �������� 2.10, 2.11 � 2.12. 

:������ 2.10.  ���	
 ������� )(xf  �������� �� ����-
��	� X, �  ����������� )(xf (  ����'�	�� 	����	���� � 
���
 ���	�� X. ����� � � constxf �  �� X. 

& � � � ' � � � � � � � � �. �
��� 21 xx �  – ��� ����� �' X. �� �����-
�� @������� �������� ����� ).,( 21 xxc �  ��� ������� 

).)(()()( 1212 xxcfxfxf 
(�
  

<�� ��� 21 xcx �� , �� ����� � �������� ��
������� ������ ���-
���
��� X. ��?���
 0)( �( cf  � ).()( 12 xfxf �  =������������, 

)(xf  ��������� ���������� '������� �� X. 

*���#��� 1. *��� ����	�����	
 ������� y = f(x) 	����	-
���� ����� ����, 	� y = C 
 const. 

& � � � ' � � � � � � � � �. <�� ��� 0�
(

�
y
yxEy  ������ ,0�(y  �� �� 

������� 2.10 ���
����, ��� y 
 const. 

*���#��� 2.  *��� ����	�����	
 � � /�xEyx  � ������	 �	 x, 

	� ,/Cxy �  �� C – ���	���� ���	������. 

& � � � ' � � � � � � � � �. <�� ��� ?����������� 	
����� /x  ����� 

,/  �� ?����������� 	
����� /x
yz �  �
��� .0�
� //zxE  �� 

��������# 1 ����� z = C = const. ���#�� ����
��, ��� ./Cxy �  

:������ 2.11.  ���	
 ������� f(x) �������� �� ����-
��	� X � ������������  �� ���	����! 	����! X. �����: 

�) ���� ����������� f ((x) � 0 ���	�� X, 	� f(x) � �����	 �� X; 
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�) ��� ����������� f ((x) ��	����	�
�� ���	�� X � � ����-
'�	�� 	����	���� � ���
 �� �� ����� ��	���� �� ����-
��	�� X, 	� f(x) ������	�	 �� X. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �) �
��� 21 xx �  – ��� ����� �' �����-
�
��� X. �� ������� @������� �������� ����� ),,( 21 xxc�  ��� ��-
����� 

).)(()()( 1212 xxcfxfxf 
(�
  

<�� ��� 21 xcx �� , �� ����� � �������� ��
������� ������ �����-
�
��� X. ��?���
 0)( �( cf  � )()( 12 xfxf � . <���� ����'��, �� 
����'���, ��� 	
����� f(x) �� 
������ �� ������
��� X. 

�) B' �) ����
��, ��� ��� �#��� ����� ),( 21 xxx �  �������#��� 
����������� 1( ) ( )f x f x)  � 2( ) ( )f x f x) . �����������, ��� 

).()( 21 xfxf �  <���� ��� �#��� ����� ),( 21 xxx �  ����� 
),()()( 21 xfxfxf ��  �.�. f(x) = const �� ��������� (x1, x2). /� � ?��� 

��
��� 0)( �( xf  �� (x1, x2), ��� ������������ 
�����# �) �������. 
��?���
 f(x1) < f(x2) , � f(x) ��'������� �� X. 

=���
#��� ������� �������� � ������
��� '������ f(x)  
�� – f(x). 

:������ 2.12. ���	
 ������� f(x) �������� �� ������	� 
X � ������������  �� ���	����! 	����!  X. �����: 

�) ��� ����������� f ((x) ) 0 ���	�� X, 	� f(x) � ������	�- 
	 �� X. 

�) ��� ����������� f ((x) � ������	�
�� ���	�� X � � ��-
��'�	�� 	����	���� � ���
 �� �� ����� ��	���� �� ����-
��	�� X, 	� f(x) �����	 �� X. 


����� 2.38.  /���� ��������� ������������ 	
����� 

.1062 
� xxy  

; � , � � � � . B���� 062 �
�( xy  ��� 3�x  � 062 �
�( xy  

��� .3�x  ��?���
 	
����� 1062 
� xxy  
������ �� ��������� 
(–�; 3) � ��'������� �� ��������� (3; +�). 
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����� 2.39.  /���� ��������� ������������ 	
����� 

.sin xxy 
�  

; � , � � � � . /������ ����'����
# .cos1 xy 
�(  ��������
 
1cos )x  ��� �#��� x, �� 0�(y . J���� ����, ����'������ 

xy cos1
�(  ���������� � �
�� ������ � �'����������� ������ 
,2 kx ��  ��� k –����� �����. ��?���
 y(  �� ���������� �������-

����� � �
�� �� �� ����� ��������� (a, b). B' ������������ 
������ 
��'�������� 	
����� ����
��, ��� 	
����� y  ��'������� �� .�  

2. D��#����� ������� 

����������.  ����� x0 ������	�� ����� �����	�"� ��-
�
���� (���	�	�	���� �����	�"� �
	
����) ������� f(x), �-
�� ��� ��! x �� ���	���� ����	���	� 	���� 0x  �������	�� 
������	�� f(x) ) f(x0) (���	�	�	���� f(x) � f(x0)) (���. 2.10). 

 

 x0+�  x0–� 

 y 

 x0  O 

max 

 x 

 

 

 x0+�  x0–� 

 y 

 x0  O 

max 

 x 

 min 

 

)��. 2.10 

��������, ��� 
 	
����� ����� ���� ��������� ��������� 
������
��� � ��������� ��������� �����
���, ������ ������-
��� ��������� ������
� ����� ���'����� ����,� ������-�� ��-
�������� �����
�� (���. 2.11). 

@�������� ������
� � ��������� �����
� ��F�����#��� 
����� ��'������ �����
��� ���	����. 
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:������ 2.13.  ,�� 	��� �	��� ������������� ������� 
f(x) ���� � 	��� 0x  �����
��� ���	����, ���!�����, �	��� � 
�	�� 	��� ����������
 �����	�� 0)( 0 �( xf . 

& � � � ' � � � � � � � � � . ��������
 0x  
 ����� ?������
��, �� 
�
�����
�� ����� �������� ),( 00 �� 
 xx , �� ������� f(x0) – ���-
����,�� ��� �������,�� '�������. <���� �� ������� *���� 

.0)( 0 �( xf  
 

min 

max 

 x1  x0 

 y 

 O 

 x 

 
)��. 2.11 

<����, � ������� ����'������ 	
����� ���������� � �
��, ��-
'���#��� �	�����������. B' ������� 2.13 ����
��, ��� ����� ��-
�������� ?������
�� ��		�������
���� 	
����� �������� ���-
��������� ������. �������� 
���������� �������. ;���������, 
��������, 	
����# f(x) = x3. A�� 	
����� ��'������� �� ���� ��-
������ ������ �, ��?���
 �� ����� ����� ���������� ?������
��. 
G �� �� ����� ����� 00 �x  �������� ������������ ������, ��� ��� 

.03)( 2
00 ��( xxf  

:������ 2.14.  ���	
 �	���� ����������� ������ ����-
��������� ������� f(x) �������	 �� ������	� X 	��
�� ��-
����	�
�� (���	�	�	���� �	����	�
��) �������. ����� 
��� 0x  – �	���������� 	���� ������� f(x), 	� f(x0) – �����
) 
(���	�	�	���� ������
)) ������ ������� f(x) �� ��� ���-
���	� X. 

& � � � ' � � � � � � � � � . ;��������� ��
���, ����� ������ ����'-
������ ������������. <���� ,0))(( �(( xf  � �� �����������
 
���-
��# ��'�������� 	
����� ���
����, ��� ����'������ )(xf (  ��'-
������� �� ������
��� X. 
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�
��� x0 – ������������ �����, .0)( 0 �( xf  <���� ����� �� x0 
'������� ����'������ ����,� �
��, � ������ – ����,� �
��. =��-
����������, ����� �� x0 	
����� 
������, ������ – ��'�������. ��-
?���
 f(x0) – �������,�� '������� 	
����� f(x) �� ������
��� X. 
:��������� ����'�������, ��� � ��
��� 0)( �(( xf  '������� f(x0) ��-
������ �������,��. 


����� 2.40.  /���� �������,�� '������� fmax 	
�����  

f(x) = lnx – ax  

��� ����'�������� �������������� '������� ��������� �. 

; � , � � � � . ����'������ axxf 
�( 
1)(  ���������� � �
�� � 

����� .1
0


� ax  G����� ����'������ .0)()( 21 �
�(
�(( 

 xaxxf  ��-
?���
 '������� � ������������ ����� f(x0) �������� �������,�� 
'�������� 	
����� �� ��������� (0, +�). <���� ����'��, 

.1ln)( 1
max 

�� 
 aaff  

:������ 2.15.  ,�� 	��� �	��� ������� f(x) ���� �����
��� 
�������� (�������) � �	���������� 	��� x0, ���	�	����, �	�-
�� � ����	���	�  �	�� 	���� ��'�	������ ��������� �	���� 
����������� � ����������
 ������	�� 0)( 0 �(( xf  � �.0)( 0 �(( xf  

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� .0)( 0 �(( xf  <�� ��� )(xf ((  �����-
����� � ����� x0, �� � ��������� �-����������� ����������� ����-
������� 

),(   ,0)( 00 �� 
��(( xxxxf . 

=������������, x0 – ����� ���������� ������
�� 	
����� f(x). 
:��������� ����'�������, ��� � ��
��� 0)( 0 �(( xf  	
����� f(x) 
����� ��������� �����
� � ������������ ����� x0. 

&�� ���� ����� 
���������, ��� ��������� ����� x0 �������� 
������ ���������� ?������
��, � ��� ��
����, ����� 
������ ���-
���� 2.15 �� �������#���, ����� ���������� �������'������� 
����
#��� ��������� (�������� ������#��� �' ������������ 

������ ��'�������� (
�������) 	
�����). 
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:������ 2.16.  *��� ��� ��!�� ��� 	���� x0 ����������� 
������������� ������� f(x) ���	 ���� ���� � ����� �� ��-
���, 	� 	���� x0 – 	���� �����
���� ��������� ������� f(x), � �-
�� � ������ �� ����, 	� x0 – 	���� �����
���� ��������. 


����� 2.41.  /���� ����� ���������� ?������
�� 	
����� 
.22 xxy 
�  

; � , � � � � . K��� x > 0, �� xxy 22 
�  � 22 
�( xy . K��� x < 0, 

�� xxy 22 �  � .22 �( xy  ;�,�� 
�������� 0�(y , ������� ���-
��������� ����� .112 ��x  ��� 0�x  ������ ����'������ 

� � .0222 ��(��(( xy  =������� ������� 2.15 ����� x1 = 
1, x2 = 1 ��-
��#��� ������� ���������� �����
��. �������� ��������� ����
 x 
= 0. =���� �� ?��� �����, �� ��������� (–1; 0), ;0�(y  ������ – �� 
��������� (0;1), .0�(y  �� ������� 2.16 ����� x = 0 – ����� ������-
���� ������
�� (���. 2.12). 

 

 y=x2–2|x| 

max 

min min 

 x 

 y 

 

)��. 2.12 

3. ���,���A�� � �������A�� �������&  
������� �� �#����� 

!����� ?������������ '����� 	���
���
#���  ��� '����� �� 
���������� ������������� (������������) '������� 	
����� �� 
��������� ���������. ;��������� �������� ������� ��
���, ����� 
����
���� ����� �������,�� (�������,��) '������� 	
����� f(x) 
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�� ����'�� [a, b]. G ����� 1 ���� ����'���, ��� �������,�� (���-
����,��) '������� 	
����� ����������� � ��������� ����� 

C D.,0 bax �  ��� ?��� ��'����� ��,� ����
#��� ��� ��
���: 
1) x0 = a, 2) x0 = b, 3) x0�(a, b). �
��� x0�(a, b). <���� x0 – ����� ��-
�������� ?������
��, � ���� �
�����
�� ),( 0xf (  �� .0)( 0 �( xf  ��-
���� ����'������ )( 0xf (  ����� � �� �
����������. 

����������. +�
�
����� ����� ������� f(x) ������	-
�� 	����, � ��	���� ����������� )(xf (  ���� � ��'�	��	, ���� 
����� ����.  

B' ����������� ��������, ��� ����� ���������� ?������
�� x0 
�������� ����������� ������ 	
����� f(x). �����������, ��� ���-
�������� ����� 	
����� f(x) �� ��������� (a, b) ����'
#� �������� 
��������� * +....,,, 21 nxxx  B' ���'������ ��,� ����
��, ��� ����� x0, 
� ������� 	
����� ��������� �������,�� (��� �������,��) '��-
�����, ��������� � ����� �' �����: a, b, x1, ..., xn. ��?���
 ��� ���-
���������� '������� fmax 	
����� f(x) �� ����'�� [a, b] ����� ��-
������� 

* +)(...,),(),(),(max 1max nxfxfbfaff � . 

:���������, ��� fmin ����������� ��������� 

* +)(...,),(),(),(min 1min nxfxfbfaff � . 


����� 2.42.  /���� �������,�� � �������,�� '������� 
	
����� xexxf 2)( �  �� ����'�� [3; –3]. 

; � , � � � � . B���� .)2(2)( 2 xxx exxexxexf ��(  J������-
���� �����: x1 = 0, x2 = –2. !����������� '�������  

* + * + .94,0,9,9max)2(),0(),3(),3(max 3233
max eeeefffff ��

� 

  

!���������� '������� * +233
min 4,0,9,9min 

� eeef = 0. 
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4. ������ ����� ������ ��������& 

;��������� 
�������� 

f(x) = 0, ,x ��  

��� f(x) – ��������� ������� ������� ���� .)( 3 qpxxxf �  K��� 

��?		������ p > 0, �� ����'������ ,03)( 2 ��( pxxf  � 	
����� 
f(x) ��'������� �� .�  =������������, ��������� f(x) ����� ������ 
���� �������������� ������. K��� p < 0, �� ���������� ������ 

�������� f(x) = 0 '������ �� '���� �����������	� D, ������� ��-
���������� 	���
���1 

D = –4p3 – 27q2. 

&������������, � ��
��� p < 0 	
����� f(x) ����� ��� ������������ 

����� 1 3
pt � 
 
  � 2 3

pt � 
 . A�� ����� ��'����#� �  �� ��� ���-

���
��� ����� ����'��, ��� f(x) ��'������� �� ���������� (–�, t1), 
(t2, +�) � 
������ �� (t1, t2). /������ '������� ���������� � ���-
��������� ������: 

.
27

2)(   ,
27

2)(
3

2

3

1 qptfqptf 

�
�  

���#�� 

� � � � .
2727

4 3
2

21
Dpqtftf 
���  

<���� ����'��, ���� D > 0, �� ����� f(t1) � f(t2) ���#� ���������-
������ '����. =������������, �� ��������� (t1, t2) ��������� f(x) 
����� ���� ������. J���� ����, f(x) 
������ �� (t1, t2), ��?���
 

                                                        
1 A������������ ����������� �������������: D = (a 
 b)2(b 
 c)2(a 
 c)2, 

��� a, b, c – �������������� ��� ����������� ����� ���������� f(x). 
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f(t1) > 0, � f(t2) < 0. <�� ��� 
��

��

)(lim xf
x

 � f(t1) > 0, �� f(x) ����� 

��� ���� ������ �� ��������� (–�, t1). <�� ��� ��
��

)(lim xf
x

 � 

f(t2) < 0, �� f(x) ����� ������ ������ �� ��������� (t2, +�). 

�"��:  ��� �����������	 ���
) ����, 	� �������� ��	 
	�� ���	��	�
��! �����. 

:��������� ����'�������, ��� � ��
��� D < 0 ��������� ����� 
������ ���� �������������� ������. 

�������, ��� � ������# n-� ����'������ � � )(xf n  ����� ���
-
���� ����� ����� ������ 
�������� f(x) = 0.  

����� . *��� n ��� ������������� ������� f(x) ����'�	-
�� � ���
 � k 	����! x1 < x2 < ... < xk �� ������	� X, 	�  n-� 
����������� � � )(xf n  ����'�	�� � ���
 �� ������	� X  �� 
��
)� �� � (k – n) 	����!. 

& � � � ' � � � � � � � � �. <�� ��� 1( ) ... ( ) 0,kf x f x� � �  �� �� ���-
���� ;���� ����
��� ����� 1 2 1, ,..., ,kt t t 
  ����� ��� � �1, � iii xxt  �  

0)( �( itf , )1...,,1( 
� ki . 

G�� ����� ti � X, ��?���
 ������ ����'������ )(xf (  ���������� 
� �
�� �� X �� ����,�� ���� � k – 1 ������. <�� ��� 1( ) ...f t( � �  

1( ),kf t 
(�  �� ����� ����� ��������� ������
 ;����. G ��'
������ 
�� ���������� ���
��� ����� s1, ..., sk
2, ����� ��� si � (ti, ti+1) � 

0)( �(( isf  )2...,,1( 
� ki . <���� si ����������� ������
��
 X, ��-
?���
 )(xf ((  ����� �� X �� ����,�� ���� k – 2 �����, � ������� 
��� ���������� � �
��. 

�������� �������
# ��,� ������
�
 n ��', ���
��� k – n ��-
���, � ������� n-� ����'������ ���������� � �
��. 

:������ 2.17.  *��� ������� � � 0)( �xf n  ��	 r ����� �� 
������	� X, 	� ������� f(x) = 0 ��	 �� ������	� X � 
��� n + r �����.  

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� k – ����� ������ 
�������� f(x) = 
= 0 �� X. �� ����'����� ��,� ����� ����� ����������� r � k 
 n. 
���#�� k ) n + r. 
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����� 2.43.  &���'���, ��� ��� �#���� ���������� P(x) ���-
���� n 
�������� 0)( � xPex  ����� �� ����� n + 1 ������. 

; � , � � � �. /����� (n + 1)-# ����'����
# 	
����� 

f(x)= ).(xPex   D�������, ��� � � ,
)1( xnx ee �


 � � �� � ,0)( 1 �nxP  ���
-

��� � � .0)(1 �� xn exf  =������������, 
�������� � � )(1 xf n  = 0 �� 
����� ������ �� ������
��� (
�  ��. ��?���
 
�������� 

0)( � xPex  ����� �� ����� n + 1 ������. 

§ 2.15. @�����& �����%���& ��������#��� ����" 

�
��� ��������� 	���� " ���������� ���# ����
���# � ���-
���� �� ���� Ap . *���� " ��'������� �������	���, ���� �
����-
�
�� ����� ���� p, ��� ��� ���� ppA )  	���� ����� ������� �#��� 
���������� ����� ����
����, � ��� ���� ppA �  �� ����� ������� 
������. <���� ����'��, ����� �� ����
���# ����
������� 	���� 
����� ��� 

� �
�
�
�

�
)�

�
.,0
,,

pp���
pp���

pD
A

A
A  

G ������ ��
��� ������ ������ �������� ������, ������������ 
��� ���
��� Oq  (���. 2.13), � ��� ����� �������� �����,���� ?��-
�������. ���� �����-�� ������� �
�����
#��� 	���� ����� ���-
������ ����
�������, ����������, ����� ������������ ��F�� �� 
���
��� ��������� ��,� ��'���������
# ���# �� �����
����� ��-
�
��� �� ����
������. 

&�� ����
������� 	���� ��������� ��������� ����
���# �� 
���� ppA �  � ����'����� ��������� �� ���� .ppA �  ��?���
 �� 
�
��� �������, ��� .ppA �  /� ���� ��'�������� ������ �� ��-
�
 ,p  ����
������� 	���� ����� 
���������� ��� 
����,��� ��F-
�� ������ ���
��� q  ���, ����� ���
���� ����������
# ������� 

� �q� . �
��� � �qC  – �'������, ���'����� � ����'�������� q  ��. 
����
����. <���� 

 � � � �.qCpqq 
��   (2.61) 
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&���� �������, ��� 	
����� � �qC  ���������� � ��		������-
�
��� �� ������
��� C .),0 �  <���� ����'��, ����'������ � �qC(  
���������� ��� 0�q  � ���������������, ��� ������, � �������-
���� �'�������� � �.qCMC (�  ;��������� ��������� 	
����� �'-
������ ����
#��� ��
� �����. 

:�� I.  ���������� �'������ ��'�����#� �� ������
��� 
C ),0 � . 

:�� II.  ���������� �'������ 
����#� �� ����'�� C D0,0 q  � 
��'�����#� �� ��������� � �.,0 �q   

 

 O 

 q 

 D  p 

 pA 

 

)��. 2.13 

G ����� *q  ���������� ������
�� 	
����� ������� � �q�  ��-
��������� ��������� � � � � ,0** �(
�( qCpq�  �' �������� ����
��, 
��� 
 � �.*qCp (�  (2.62) 

&�� 	
����� �'������ ������� ���� ����� ����
#��� 
����-
������: 

��� � 	��� *q  ����
�� ������� ��������	 � ���� ���-
������ (�������	�� �����	�� (2.62)), 	� � �*q�  – ������
) 
������ ������� �� ������	� C .),0 �  

&������������, 	
����� � �qC(  ��'������� �� ������
��� 
C .),0 �  =������������, � � � � ,0�(
�( qCpq�  ����� *,qq �  � 
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� � � � ,0�(
�( qCpq�  ����� .*qq �  ��?���
 ������� � �q�  ��'�����-
�� �� ����'�� C D*,0 q  � 
������ �� ������
��� C )*, �q  (������� 
2.11, 2.12). <���� ����'��, q* – ����� ����������� ������
�� 
	
����� �������. 

J�� � �#��� ������������ 	����, ����
������� 	���� ����-
����� �������'������� ���# �������, ��?���
 ��� ������ ���� 
����
���� p ��� 
������������ ��F�� ���
��� q ������ q*, ��� 
q* – ����� ����������� ������
�� ������� (2.61). =������������, 
��������� (2.62) ������ ��������� q* = S(p), ��� S(p) – 	
����� 
�����������, �.�. S(p) – �������� 	
����� ��� 	
����� C((q). = 
�������������� ����� '����� ������ 
���������� �'������, ��� 
������ ����������� (���	�� q = S(p)) ��������� � ������ �������-
��� �'������ (���	���� p = C((q)) (���. 2.14). 

 

 q1

 q 

 O 

 p1 

 p

 

)��. 2.14 


����� 2.44.  /���� 	
����# ����������� ����
������� 
	���� S(p), ���� �� 	
����� �'������ ����� ��� 

.56)( 2 � qqqC  

; � , � � � �. /������ ���������� �'������ .62)( �( qqC  ;�-
,�� 
�������� 62 � qp  ������������ ,q  ���
��� 	
����# 
����������� 

� � .3
2
1


� ppS   
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+�������� . K��� � ������� 2.44 ���� ,10�p  �� ����������� 
� � .210 �S  =���������
#��� �'������ �
�
� � � ,212 �C  ������� 
� � .1212102 
�
���  L���� �� 	���� ��,��� ���
����� 2 ��. ���-

�
����, ���� ��� ?��� ��� ����� 
����� � ��'���� 1 ���. ��.? /� 
�
�,� �� ���� ���������� ���
��? ����� �� ?�� ������� ������� � 
���, ��� ��� ���
��� 2�q  	���� ����� �������
�� 
�����. K�-
��, ��������, ��� ��������� ���
�� ����
���� � �,0�q  �� 
����� 
�������� � � � � 500 ��
 C�  ���. ��. ��������, ��� 
�������� ����'-
������� ��'����� ������ �� �������� ��������� �������, ��?���
 
��������� 	
����� ����������� �������� ������� ��������� 
� ���	��������� �����. 

�������� ������ � �'
����# 	
����� ����������� ����
-
������� 	���� � ��
��� 	
����� �'������ ������� ����. �
��� 

*q  – ����� ����������� ������
�� 	
����� � �q�  �� ������
��� 
C ,),0 �  K��� ,0* �q  �� ���������� ������
� �
��� ����� � ��-
�������. ��?���
 ��� ����� 0* �q  ����������� ��������� (2.62). 
=������������, *q  – ?�� ���� 0, ���� �)�� 
�������� 

 � �.qCp (�  (2.63) 

/�������, ��� � ��
��� 	
����� �'������ ������� ���� ���-
������� �'������ � �qC(  
����#� �� ����'�� C D0,0 q  � ��'�����#� 
�� ��������� � �.,0 �q  ��?���
 
�������� (2.63) ����� ����� �� 
����� ������ ��,���� 1q  �� ����'�� C D0,0 q  � �� ����� ������ ��-
,���� 2q  �� ��������� � �.,0 �q  ����'������ ������� 

� � � �qCpq (
�(�  ����,� �
�� �� ��������� � �1,0 q  � ����,� �
�� �� 
��������� � �., 01 qq  ��?���
 ������� � �q�  
������ �� ��������� 
� �1,0 q  � ��'������� �� ��������� � �01, qq  (���. 2.15). =����������-
��, ����� 1q  �� ����� ���� ������ ���������� ������
�� �����-
��. B���, �� ����'���, ��� ������
� ������� (���� �� �
�����
-
��1) ����������� ���� � �
��, ���� � ����� q2. 

                                                        
1 J�� �������, .)(lim ��(

��
qC

q
 G ?��� ��
��� ����� ����'���, ��� ���-

���
� ������� ����������� � ��������� �����. 
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 q 

 p 

 q1  q2  q0 

 � 

 MC 

 
)��. 2.15 

�
��� S(p) – 	
����� ����������� ����
������� 	����. <�� 
��� S(p) – ����� ����������� ������
�� 	
����� ������� � �,q�  
�� ���� S(p) = 0, ���� S(p) = q2. &�� ���� ����� ������� ����� ��-
��
 ������� 0 � 2q  ���������� �������� '������� ������� � ?��� 
������: 

� � � � � �
� � � ��

�
�

�
�

�
.0����,
;0���� ,0

22

2

��
��

qq
q

pS  

;��������� ����������� � � � �02 �� �q . B���� 

� � � � � � � � � � � �.0000 22222 CqCpqCqCpqq 
�!�
!� ��  

�
��� � � � � � �0CqCqVC 
�  – ������ �������, ���'����� � 

����'�������� q  ��. ����
����; � � � �
q

qVCqAVC �  – ������� ����-

������ �'������. <���� 

� � � � � � � �.0 2222 qAVCpqVCpqq �!�!� ��  

G ����� ���
���� ����
#��� ��� 	
����� ����������� ��� 
	
����� �'������ ������� ����: 

 � �
�
�
�

�
�

�
),(����,
,)(���� ,0

22

2

qAVCpq
pqAVC

pS  (2.64) 
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��� q2 – ������������ ��,���� 
�������� (2.63) �� ��������� 
).,( 0 �q  

= �������������� ����� '����� 	���
�� (2.64) �'������, ��� 
������ ����������� ��������� � 
������� ������ ����������  
�'������, ������������� ��,� ������ ������� ���������� �'-
������. 

p

qq3

MC AVC

 
)��. 2.16 

J����� ���������� �'������ ���������� ����
# ������� ��-
�������� �'������ � ����� �����
�� 3q  (���. 2.16). A�� �� ��
-
�����, ��� ��� � � ,03 �( qCAV  � ������ ����� ����� �������� ������ 
����������� ������ MC � .AVC  &������������, 

� �� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �.0

00
2

qAVCqC
q

qAVCqC
q

aCCqCq
q

CqCqAVC

�(!�

(

�

�

(

�
(

""
#

$
%%
&

' 

�(

 


����� 2.45.  /���� 	
����# ����������� ����
������� 

	����, ���� � � .2092
3
1 23 
� qqqqC  

; � , � � � � . ���������� �'������ ,94)( 2 
�( qqqC  ������� 
���������� �'������ 

� � � � � � .92
3
10 2 
�



� qq

q
CqCqAVC  
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;�,�� 
�������� 

� � ,0942 �

!(� pqqqCp  

������� ����,�� ������ � � .529422 
�

� ppq  /���-
������� � � � �qAVCqC �(  ?����������� ����
#��� ������������: 

� � .0302
3
292

3
194 222 �
!�
!
�
 qqqqqqqq  

=������������, ������ MC ����������� ��,� ������ AVC �� 
��-
���� ������ �� ����� q = 3. G ����� q = 3 ���������� �'������ ���-
�� .69129)3( �
�(C  G ����� ����� ����
#�
# 	
����# ����-
�������: 

��

�
�
�



�

6.>  ���� ,5+2

6,<  ����    ,0
)(

pp

p
pS  

§ 2.16. �"����"� ������� 

�
��� ������� ����������� f(x) �������� ������
��� X. 

���������� . /������ f(x) ������	�� ������� �� ����-
��	� X, ��� ��� ����! 	��� a � b �� X � ������ C D1;0�/  ��-
�����	�� ������	�� 

 ).()1()())1(( bfafbaf //// 
)
  (2.65) 

/������ f(x) ������	�� ����"� ������� �� ������	� X, 
��� ��� ����! ���! ��������! 	��� a, b � X � ������ / � (0, 1) 
������	�� (2.65) �������	�� ��� �	���� ������	��. /���-
��� f(x) ������	�� ��"	���� (����"� ��"	����) �� ������	� 
X, ��� ������� 
f(x) ����	�� �������� (�	���� ��������) �� 
�	�� ������	�. 
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&�� ���� ����� 	
����� f(x) ���� ����
��� �� ������
��� X, 
���������� � ����������, ����� ��� �#��� a, b � X � C D1;0�/  
����������� ����������� 

 ).()1()()1(( bfafbaf //// 
�
  (2.66) 

���� �������� �������������� ����� ���������� (2.65) � 
(2.66), ���������� �� ������������ ��������� Oxy ����� A(a, f(a)) 
� B(b, f(b)). A�� ����� ����������� ���	��
 	
����� y = f(x) � ��-
��������
#� ������ a � b �� ��� Ox (���. 2.17). ����'�� "2 ������� 
�' ����� 0 � ������������ 

 
),()1()(

,)1(
bfafy

bax
//

//

/

/


�

�

 (2.67) 

��� / ��������� �#��� '������� �� 0 �� 1. 

 

 b  a  x/ 

 x

 N 

O 

 A 

 B 
 M 

 y 

 

)��. 2.17 

/���������� (2.65) �'������, ��� .)( // yxf )  =������������, 
����� � �)(, // xfxN  ���	��� 	
����� ����������� ����, ��� ����� 

� �// yxM ,  ����'�� "2. ��?���
 ��� ���	�� ���
���� 	
����� ��-
�����, ��� �� ������� ���
������# ���'. :��������� ����������� 
(2.66) �'������, ��� ,)( // yxf �  ��?���
 ����� � �)(, // xfxN  �����-
������ ��,� (���. 2.18) ����������
#��� ����� M ����'�� "2. C�-
�����, ��� ���	�� ����
��� 	
����� ������� ���
������# �����. 
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����� 2.46.  B�����
�� �� ���
������ ������
# 	
����# 

f(x) = px + q, ��� p, q – const. 

B���� 

C D ).)1(()1(
)1()1()()1()(

bafqbap
qpbqpabfaf

////
//////


�
�
�

�


 

&�� ������ 	
����� f(x) �������#��� ��� ����������� (2.65) � 
(2.66), ��?���
 �������� 	
����� �������� ������������ � ��-
�
����, � ����
���. G �� �� ����� �������� 	
����� �� �������� 
�� ������ ���
����, �� ������ ����
���, ��� ��� ����������� (2.65) 
� (2.66) �������#��� ������ ��� ���������. 

 
 N 

O 

 A 

 B 

 M

 y 

 a  x/  b 

 x

 

)��. 2.18 

= �������������� ����� '����� ������������� ���
������ � 
����
����� �������� 	
����� �'����#�, ��� ����'��, �������#-
��� ��� ����� ���	���, ��������� � ���	���� (��������, ��� ���-
	�� �������� 	
����� – ?�� ������). 

:������ 2.18.  ���	
 f1(x), ..., fn(x) – ������� (���	�	�	-
���� �����	�) ������� �� ������	� X. ����� ������� f(x) = 
max{f1(x), ..., fn(x)} (���	�	�	���� f(x) = min{f1(x), ..., fn(x)}) 
	��� ����	�� �������� (���	�	�	���� �����	��) �� ����-
��	� X. 

& � � � ' � � � � � � � � � . ;��������� ��
��� ������
��. ������� 
��� �������� ���'������� n = 2. <�� ��� f(x) = max{f1(x), f2(x)}, �� 
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��� �#��� x = a � x = b �' ������
��� X �������#��� ����������� 
)()(1 xfxf )  � ).()(2 xfxf )  B' ���
������ 	
����� f1(x) � f2(x) 

���
���� ����
#��� �����������: 

 ),()1()()()1()()( 111 bfafbfafxf ///// 
)
)  (2.68) 

 ),()1()()()1()()( 222 bfafbfafxf ///// 
)
)  (2.69) 

��� C D1,0  ,)1( �
� //// bax . B' (2.68), (2.69) ����
��, ��� 

* + ),()1()()(),(max)( 21 bfafxfxfxf ///// 
)�  

�.�. f(x) – ���
���� 	
�����. G���
����� 	
����� min{f1(x), ..., 
fn(x)}, ��� fi(x) – ����
��� 	
�����, ����'������� ����������. 

  T 

 Y 

 b  a  O  

)��. 2.19 


����� 2.47.  �
��� f(x) = ax + b, ��� a � b – const. <����  
|ax + b| = max{f(x), –f(x)} – ����
��� 	
����� �� ������
��� 
(
�, �), ��������
 f(x) � –f(x) ���� �������� 	
�����. 


����� 2.48.  �
��� �
��� ����������� ������ T ��������-
���� ����
#��� ����'��: 

1) ���� ����� Y ) a, �� T ���������� 10 % �� Y; 
2) ���� ����� Y > a, �� ����� ������, �����,�#��� a, ��������-

�� ������� �� ������ 20%; 
3) ���� ����� Y > b (��� b > a), �� ����� ������, �����,�#-

��� b, ���������� 30%-��� �������. 
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*
����# T = T(Y) ����� ����������� ��� ������
� ���� ��-
������ 	
����� T(Y) = max{f1(Y), f2(Y), f3(Y)}, ��� 

f1(Y) = 0,1�Y, 
f2(Y) = f1(a) + 0,2(Y – a), 
f3(Y) = f2(b) + 0,3(Y – b). 

<���� ����'��, T(Y) – ���
���� 	
����� �� ������
��� [0, +�) 
(���	�� T = T(Y) �� ���. 2.19). 

:������ 2.19.  $���� ������ ����� �������! (�����	�!) �� 
������	� X ������� ����� ����	�� �������� (�����	��) ����-
��� �� ������	� X. *��� ��� �	�� !�	� �� ���� �� �������-
��! ������� ����	�� �	���� �������� (�	���� �����	��), 	� � 
��� ����� 	��� ����	�� �	���� �������� (�	���� �����	��). 

& � � � ' � � � � � � � � � . �����������, ���� �������� ���'����-
���, ��� �
����
#��� ������ ��� 	
����� f(x) � g(x). ;��������� 
��
���, ����� f(x) � g(x) – ���
���� �� X 	
�����. �
��� a, b � X, 
/ � [0, 1]. L���,�� ����������� (2.65) ��� f � g: 

 ),()1()())1(( bfafbaf //// 
)
  (2.70) 

 ).()1()())1(( bgagbag //// 
)
  (2.71) 

�
��� h(x) = f(x) + g(x) (x�X) – �
��� 	
����� f � g. =�������� 
����������� (2.70) � (2.71), ���
��� ����������� 

 ),()1()())1(( bhahbah //// 
)
  (2.72) 

�'����#��� ���
������ 	
����� h(x). K��� ���� �� ���� �' ����-
������ (2.70) ��� (2.71) �������� �������, �� �� �
��� – ���������-
�� (2.72) ����� �������� �������, ��� ����'����� �����
# ���
�-
����� h(x), ����� ���� �� ���� �' ���
���� 	
����� f(x) ��� g(x) 
�������� ������ ���
����. G ��
���, ����� f(x) � g(x) – ����
��� 
	
�����, ������� ����'������� ����������. 


����� 2.49.  *
����� y = |x – 1| + |x – 2| + |x – 3| ���� ��-
�
���� �� ��������� .�  
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:������ 2.20.  ���	
 X – ������	��, X0 – �����	�� �� 
���	����! 	���; f(x) – �������, ��������� �� X � ������-
������� �� X0. �����: 

�) ��� ����������� f ((x) ������	�	 (�����	) �� X0, 	� f(x) – 
�	���� �������� (�	���� �����	��) ������� �� ������	� X; 

�) ��� ����������� f ((x) � �����	 (� ������	�	) �� X0, 	� 
f(x) – �������� (�����	��) ������� �� ������	� X. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �) �����������, ��� f ((x) ��'������� �� X0. 
�
��� a < b – ����� �' ������
��� X. &������, ��� ��� �#���� 
/ � (0, 1) ����������� ����������� 

f(c) < / f(a) + < f(b), 

��� < � F 
 /, c = /a + <b. �� ������� @������� ����
��� ����� 
����� a1 � (a, c) � b1 � (c, b), ��� 

 f(a) – f(c) = ),)(( 1 caaf 
(  (2.73) 

 ).)(()()( 1 cbbfcfbf 
(�
  (2.74) 

��������
 )(xf (  ��'������� �� X0 , � a1 � b1 – ��
������� ����� 
������
��� X, ����� f '(b1) > f '(a1). = 
����� (2.74) ���
���� 

 ).)(()()( 1 cbafcfbf 
(�
  (2.75) 

=�������� ��������� (2.73) � ������������ (2.75), �������������� 

������ (2.73) �� / � (2.75) �� <, ���
��� 

C D C D .0)()()()()()()( 11 �
(�

(�
 cbaafcbcaafcfbfaf </</</  

���#�� ����
��, ��� ).()()( bfafcf </ �  
B���, f(x) – ���
���� 	
�����, ���� )(xf (  ��'�������. ������-

����� ������, ��� ����'������ )(xf (  
������ �� X0. <���� ����'-
������ 	
����� g(x) = – f(x) ��'������� �� X0 �, ��� �� ������ ��� 
����'���, g(x) ������ ���
��� �� X. =������������, 	
����� f(x) 
�������� ������ ����
��� �� X. 

�) &���'��������� ��������� ����'��������� �) � '������ ����-
��� ���������� �� ���������. 
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�
��� 	
����� f(x) ������ ��		�������
���. &�� ��������-
��� ��'�������� (
�������) �� ����'������ )(xf (  ���������� ��-
������ '��� ����'������ �� ����'������, �.�. '��� ).(xf ((  <���� 
����'��, ��������
� ������
 2.20 � ������������ 
�������� ��'-
�������� ��� 
������� 	
����� (������� 2.11, 2.12), ���
���� 
����
#�
# ������
.  

:������ 2.21.  ���	
 ������� f(x) �������� �� ����-
��	� X, �  �	���� ����������� )(xf ((  ������� �� X0 – ���-
��	� ��! ���	����! 	��� ������	�� X. �����: 

�) ��� )(xf ((  ������	�
�� (�	����	�
��) �� X0, 	� f(x) 
�	���� ������� (�	���� �����	�) �� X; 

�) ��� )(xf ((  ��	����	�
�� (�������	�
��) �� X0, 	� f(x) 
������� (�����	�) �� ������	� X. 


����� 2.50.  &���'��� �����
# ����
����� 	
����� 
xxf �)(  �� ������
��� [0, +�). 

; � , � � � � . *
����� x  ���������� �� ������
��� [0, +�) � 
������ ��		�������
��� �� ���� ��
������� ������ ?���� ���-

���
���: � � .
4
1 2

3




�
H

xx  <�� ��� 0
4
1 2

3

�




x  ��� x > 0, �� x  ���� 

������ ����
��� 	
����� �� ������
��� [0, +�). 

���������� . /������ f(x) ������	�� �������, ����"� 
�������, ��"	���� ��� ����"� ��"	����, ��� ��� ����	�� 	�-
����� �� ��� �����	� �������� (��	���� � 	���� ����� 
������ ��	
 ������	���). 


����� 2.51.  ��������� �����
# ����
����� 	
����� 
y = lnx. 

; � , � � � �. <�� ��� ,0)()(ln 21 �
�(�(( 

 xxx  ���� x > 0, �� 
0)(ln �((x  �� ���� ������� ����������� 	
����� lnx. =����������-

��, y = lnx – ������ ����
��� 	
�����. 


����� 2.52.  ��������� �����
# ���
������ 	
����� 

.cos
2
1)( 2 xxxf �  
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; � , � � � � . /������ ����
# ����'����
#: 

.cos1)sin()( xxxxf 
�(
�((  

<�� ��� 0)( �(( xf  ��� �#��� x � 0)( �(( xf  ������ � ������ x = 2�k 
(k – ����� �����), �� ����'������ )(xf (  ��'������� �� .�  =������-

������, 	
����� xxxf cos
2
1)( 2 �  ������ ���
��� �� .�  

��� ���������� ���	���� 	
����� ������ ����'�� ���������� 
�����, ������#��� ������
���, �� ������� 	
����� f(x) ���
���, 
�� ������
����, �� ������� f(x) ����
��. 

<���� ����� ��'���#��� ������� ������ 	
����� f(x), ���� � 
��� �
�����
�� ����'������ )(xf ( . C������ �����, ��� � ������ ��-
������ 	
����� (��� �� ���	��) ������ ��������� ��������	�. 

�����������, ��� ������ ����'������ )(xf ((  ���������� �  
���������� � ����������� ����� x0. ;��������� ��� ��
���:  
1) ;0)( 0 �(( xf  2) .0)( 0 �(( xf  

G ��
��� 1) �������� � > 0 , �����, ��� )(xf ((  ������������ �� 
��������� (x0 – �, x0 + �). �� ������� 2.21 	
����� f(x) ������ ��-
�
��� �� ?��� ���������. =������������, ����� x0 �� ����� ���� 
������ �������� f(x) � ��
��� 1). 

G ��
��� 2) �������� � > 0 �����, ��� )(xf ((  ������������ �� 
��������� (x0 – �, x0 + �). �� ������� 2.21 	
����� f(x) ������ ��-
��
�� �� ?��� ���������. ��?���
 ����� x0 �� ����� ���� ������ 
�������� f(x) � � ��
��� 2). 

B���, ���� ,0)( �(( xf  �� x0 �� �������� ������ �������� f(x). 

�"��:  ��� 	��� �	��� 	���� x0 ���� 	����� ������ 
������� f(x), ���!�����, �	��� ����������
 �����	�� 

.0)( 0 �(( xf  


����� 2.53.  /���� ������
��� ���
������ (����
�����) � 

����� �������� 	
����� .2

2x

ey



�  
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; � , � � � � . /������ ����
# ����'����
# 

� � .1 222222

2222 xxxx

exexexey







�
�

(

"
"

#

$

%
%

&

'

�((  

*
����� y ((  ���������� � �
�� � ������ –1 � 1. A�� ����� ��'��-
��#� �  �� ��� ������
���: (
�, –1], [–1, 1], [1, +�). /� ������ �' 
?��� ������
���� 	
����� ����������, � �� ������ ����'������ 
y ((  ����� ������������ '��� ��
��� ������
���. =������������, 

	
����� y ������ ���
��� �� (
�, 
1] � [1, +�) ( y ((  > 0) � ������ 
����
�� �� ����'�� [
1, 1] ( y ((  < 0). <���� 
1 � 1 ������#� �����-
�
��� � ��'������� ������������� ���
������ � ��?���
 ����-
#��� ������� ��������. 

:������ 2.22.  *��� ������� f(x) ������� �� ������	� X � 
������������ � 	��� a � X, 	� ��� ������ x � X �������	�� 
������	�� 

 ).)(()()( axafafxf 
(�  (2.76) 

& � � � ' � � � � � � � � � . ��������
 f(x) ���
��� �� X, �� ��� �#-
���� / � [0, 1] ����� ����������� 

� � ),()1()()1( afxfaxf //// 
)
  

�������, ��� ����
��� ������, ?����������� ����������
 

 � � ).()()()( afxfafaxaf

)




/

/  (2.77) 

������� )( axx 
�7 /  � ������ ������ ����� ����� (2.77): 

� � � �

� � � � ).()(lim)(

)(
)()(lim)()()(lim

0

00

afax
x

afxafax

ax
afaxafaxafaxaf

x
(
�

7

7


�

�







�





�7

�� /
/

/
/

//
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B�����'
� ����������� (2.77) � �'������� �������� ��������, ��-
�
��� ����������� )()()()( afxfafax 
)(
 , �' �������� ����
�� 
����������� (2.76). 

/�������, ��� 
�������� ����������� � ���	��
 	
����� 
y = f(x) � ����� � ��������� � ����� ��� ))(()( axafafy 
(� , ��-
?���
 �������������� ����� ������� 2.21 ������� � ���, ��� ���-
	�� ���
���� 	
����� ���������� ��,� ����������� � ?���
 
���	��
 (���. 2.20, �). :��������� ������� 2.22 ����'������� ���-
�
#��� �������. 

:������ 2.23.  *��� ������� f(x) �����	� �� ������	� X � 
������������ � 	��� a � X, 	� ��� ������ x � X �������	�� 
������	�� 

 ).)(()()( axafafxf 
()  (2.78) 

C������������� ����� ������� 2.22 ������� � ���, ��� ���	�� 
����
��� 	
����� ���������� ���� ����������� � ?���
 ���	��
 
(���. 2.20, �). 

 

 a 

 x 

 O 

)��. 2.20, � 

 y 

�

 a 

 x 

 

 O 

 y 

)��. 2.20, �  

:������ 2.24.  ���	
 f(x) – �������� (�����	��) ������� �� 
������	� X, a � X – �	���������� 	����, 	.. .0)( �( af  ����� 
f(a) – �����
) (������
)) ������ ������� f(x) �� ����-
��	� @. 

& � � � ' � � � � � � � � � . &�� �#��� ����� x � X �' ����������� 
(2.76) (��������������, (2.78)) ���
���� ����������� )()( afxf �  
( )()( afxf ) ), ������� �'������, ��� f(a) – �������,�� (�������-
,��) '�������. 
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����� 2.54.  ���������, ��� ����� 0 �������� ������ ���-
�������� �����
�� 	
����� .1)( xexxf 
�  

; � , � � � � . G�,� ���� ����'���, ��� |x – 1| ���� ���
���� 
	
����� (������ 2.47). *
����� ex – ����� ���
���� 	
�����, ��� 

��� � � .0��
H xx ee  =������������, �� �
��� – ���
���� 	
�����. G 

����� ����������� �
�� ����� ��������� |x – 1| = 1 – x, ��?���
 

.11 0 
�(
 �xx  &����, ,01)0( 0 �
�( ef  �.�. 0 – ������������ ����� 
	
����� f(x), ���
���� �� .�  

:������ 2.25.  ���	
 f(x) – �	���� �������� (�	���� �����-
	��) ������� �� ������	� @. ����� ������� f(x) ��	 � ��� 
����� 	���� ������
���� �������� (���������) �� @. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� f(x) – ������ ���
���� 	
�����. 
�����������, ��� �
�����
#� ��� ��'������ ����� � � b �������-
���� �����
�� f(x) �� @. <���� ��� �#���� / � (0, 1) ����� ����-
������� 
 ,)()1()()( mbfafcf �
� //  (2.79) 

��� )()(   ,)1( bfafmbac ��
� //  – �������,�� '������� 	
��-
��� f(x) �� ������
��� @. <���� c � [a, b], � ��������
 @ – �����-
�
���, �� c � X. /���������� (2.79) ������������ ���
, ���  
m – �������,�� '������� �� @. =������������, �� ����'���, ��� 
������ ���
���� 	
����� ����� �� ����� ����� ����� ����������� 
�����
�� �� ������
��� @. :��������� ����'�������, ��� ������ 
����
��� 	
����� ����� �� ����� ����� ����� ����������� �����-
�
��. 


����� 2.55.  ����'���, ��� 	
����� cxbxaxx eeey �  
����� �� ����� ����� ����� ����������� �����
�� ��� �#��� 
	������������ �, b � �. 

; � , � � � � . G����� ����'������ cxbxaxx ecebeaey 222 �((  
������ ����,� �
�� � �#��� ����� x � X. ��?���
 y – ������ ��-
�
���� 	
����� � .�  

+��������. *
����� ex �������� ������ ���
����, ��?���
 
	
����� f(x) �' ������� 2.54 ����� �������� ������ ���
���� (�� 
������� 2.19), � ����� 0 �������� ������������ ������ ����������� 
�����
�� 	
����� f(x) (� ���
 ������� 2.25). 
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§ 2.17. ��������#�� H������ � ������ �������" 

/�������, ��� ��������� M � 2�  ��'������� ��������, ���� 
��� �#��� ����� ",2 � M ����'�� AB ������� ���������� � 0. G 
������
��� �������	� ���� ����'���, ��� ����'��, �������#��� 
����� " � 2 ���	��� ���
���� 	
�����, ���������� ��,� ���	�-
��. �������� (���. 2.21), ��� � ����'�� ,BA ((  ����� �������� ���-
�������� ��,� ���	��� ���
���� 	
�����, ����� ���������� 
��,� ���	���. 

 

 x

O 

 A' 

 A 

 B' 

 B 

 y 

 

)��. 2.21 

����������. ,��"���
�� ������� f(x) ������	�� ����-
�	�� Hf ��! 	��� (x0, y0), 	���!, �	� ������� f(x) ������� � 
	��� x0 � y0 � f(x0). 

*��������� �� ����'��� ����
#�
# ������
. 
:������ 2.26.  5�������� �������� ������� ����	�� ��-

������ �����	���. 
/�������, ��� ���
���� ��������� ����� A1, ..., An ��'������� 

��������� ���� ����� ���� ,...11 nn AA //   ��� n// ,...,1  – ������-
��������� �����, �
��� ������� ����� 1. "��� ����'���, ��� � 
��
���, ����� ��� ����� Ai (i = 1, ..., n) ����������� ���
����
 
��������
 0, ���
���� �������� ����� Ai ����� ���������� � 0. 

�"�� : �������� �������� ����! 	��� A1, ..., An �� ������-
���� Hf  �������� ������� f(x) ������	�� � Hf. 

G ���������, ?�� ����� � ��� ����� Ai(xi, f(xi)), ������������� 
�� ���	��� 	
����� y = f(x). �
��� C(xc, yc) – ����'������� ����� 
�' ���
���� �������� ����� Ai. <���� �� ���������� ����� 

).(...)(
,...

11

11

nnc

nnc

xfxfy
xxx
//

//
�

�
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D������ C � Hf  �'������, ��� ),( cc xfy �  ��� 

 ).(...)()...( 1111 nnnn xfxfxxf //// )  (2.80) 

G�������� (2.80) ��'������� ������	��� G����. A�� ����-
������� ����������� ��� �#��� ��������������� ����� /i � ���-
������ �
���� � ��� �#��� ����� xi �' ������
��� @, �� ������� 
	
����� f(x) �������� ���
����. 

������� � ����������� (2.80) 
nn
1...21 ���� /// , ���
��� 

����
#��� �����������: 

 
n

xfxfxf n )(...)()( 1 
) , (2.81) 

��� 
n

xxx n
�

...1  – ���� �����	����� ����� x1, ..., xn. = 

������# ����������� (2.81) ����
��� ���
���� �����������, ����-
����#��� ������� ���	���������� � ������ �������� ���������� 
��� ������� ��������������, ������� ������������� � ������� 
������������. 

$����� ���	������� ������������� ����� xi ��'������� 
����� ....1

n
nxx  *
����� –lnx �������� ���
����, ��� ��� 

� � 01ln 2 ��H

x

x  

��� x > 0. B�����'
� ����������� (2.81) ��� 	
����� f(x) = –lnx, 
���
���� ����������� 

,ln...lnln 1

n
xxx n


)
  

�' �������� ����
��, ��� 

� �
.... lnln...ln1

1
1 xeexx xxx

nn
n

n
�)�
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=������������, 

{������� ��������������} ) {������� ���	����������}. (2.82) 

$����� ������������ ������������� ����� xi ��'������� 
����� 

11
1 ... 

  nxx

n . 

G����� ����'������ 	
����� 1
x  ������������ ,02)( 31 ��(( 

 xx  

���� x > 0, ��?���
 	
����� 1
x  ���
��� �� ��������� (0, +�). B' 
����������� (2.81) ��� 	
����� 1)( 
� xxf  ���
���� ����������� 

� � ,... 11
11

n
xxx n





 

)  ��� .
... 11

1


 

�
nxx

nx  

<���� ����'��, 

{������� ���	����������} � {������� �������������}. (2.83) 

$����� ������	����� ����'������� ����� xi  ��'������� 
����� 

.... 22
1

n
xx n  

<�� ��� 02)( 2 ��((x  ��� �#��� !, �� x2 – ���
���� 	
�����. B' 
����������� (2.81) ��� 	
����� f(x) = x2 ���
���� �����������  

� �
n

xxx
2
1

2
12 ... 

) , 

�' �������� ����
��, ���  

{������� ���	����������} ) {������� ������������}. (2.84) 

= ������# ������� ������� ����� ������� ���#�
#�� ��-
	������#. ��� ����� ��� ?���� ������'
#� ������� ���	������-

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 162

����. �
���, ��������, � �������� ��'������ '����� 10 ��� ����-
��� � �� ������
 ��������
 ������� ��	������� � ��� �������. 
��� �������� ?������������ ��,���� (�������� �������, �'����-
��� ���������� ����	�� � �.�.) ���������� 
�������� ������� 
?��� ��,���� �� ������ ���������. ������ ��������������� ����-
���� � �������� �' 10 ��� ����� � ��
�����, � �������'��, ��-
������
 �'������� � ������� ������� ���������� ���� ���
� ���� 
�� ���'��� � ��������� ��,������. 

K���������� ��?���
 ���������� ���-�� ����� ������
# ��-
	������#. !����, ��������, ���������� �����## '������
 �� ��-
������ ��������� ��'������ ��� �� ��������. G �#��� ��
��� ��-
������ � ����������� ��������� ����'������ ����� � '���������� 

���������� ������ �� ��
������ 	������� ����,�. 

J�� 
�� ����������, ��� ����������� �������� '������� ���� 
����� ����������� ������� ���	����������. <�� �� �����, � ����-
����� ��
���� ����������'�� ������'����� ��
��� ������� ����-
����. �
���, ��������, ���#��� ������ �� �������� ��	����� ki 
�� ������
 �' n ��� (i = 1, ...,n). <�� ��� ki – ?�� ����,���� 
����� 
��� �� ����� i-�� ���� � 
����# ��� �� ������ ����, �� '� ��� n ��� 

������ ��� 
��������� � k1k2...kn ��'. ��?���
 ��� ����������� 
�������� �������� ������� ��� �
�,� ������'����� ������� ���-
����������� ����� k1, k2, …, kn. /���������� (2.82) ��'������ ���-
���� ����� � ���, ��� ������� ������ ���, ���
������ ��� ������� 
���	����������, �������� '���,����� ������� “���������” ��-
����� ���, ����������� �� ������� ��������������. 


����� 2.56.  �
��� � ������� 1, 2 � 3-�� ���� ���� 
������-
������ �� 20 %, � � ������� 4 � 5-�� ��������� �� 30 %. =������ ��-
����� �'������� 
����� ��� '� 5 ���, ���
������ � ������# ����-

���� ���	�����������, �������� � � %,03030202020
5
1

�

  ��-

��� ��� ������� �������������� �'������� ��� �
��� 

� � %3,3%10017,07,02,12,12,15 
��
����  

'� ���. ��������
 '� 5 ��� 
������ ��� ������������� ����'����, 
�� ������ ������ ������������ ����������'����� ���������� 
�������� ��������������� ��� ����������� �������� ������� ��� 
'� ��� ���������������� ���. 
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;��������� ������ ������, � ������� “����������” ������� 
�������� ������� �������������. �
��� � ��������� ������� n ��-
������ �
����. �
��� � �niti ...,,1�  – ������� �����, � ������� ��-
������ �
��� ��������� � ������������� ������ ����. =������ 
�����, � ������� �������� ������ �
��� ����������� �����
 ��-
�
, ����� ���������� ��� ������� ���	���������� ����� ntt ...,,1 . 
!����, ������, ����
���� ��-��
���
: ��������� ����� �������� 
������� �
��� '� ��� �� 	���
�� 

,1

i
i t

k �  

'���� ����� ������� ���	���������� ����� �������� 

n
kkk n

�
...1  

�, �������, ���
���� ������� ����� �� 	���
�� 

 .1...1
1

1 n

cp

tt

n
k

t


��   (2.85) 

�
��� V – �
������� ��F�� '� ��� ���� �������� � 
������� 
�������� �
����. =������ �����, ������������ �� 	���
�� (2.85), 
�������� ����� ����������������, ��������
 ��'������ 
�����-
���� �����
# ���'� ����
 ������ �������� ����� n � ��F���� 
�������� V. &������������, ,...1 nkkV �  ��?���
 .. Vtn cp ��  B' 
����������� (2.83) ����
��, ��� ������� �����, ������������ �� 
	���
�� 

,...1
. n

ttt n
cp


�  

�������� '���,����� ������� �������� �������, ������������� �� 
	���
�� (2.85). 

������ ������'������ �������� ������������� �
��� �������� 
� ����
#��� �������	�. 
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§ 2.18. @������ :������ 

�
��� 	
����� f(x) ����� n ����'������ � ����� x0. !�������� 

� � � � � � � � � �n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxfxT 0
0

)(
2

0
01

0
0

0 !
)(...

!2
)(

!1
)(




((



(

�  

��'������� n-� ���������� ������ 	
����� f(x) � ����� x0. ���-
�����, ��� � ����� x0 ����������� ��������� )()( 00 xfxT � . /����� 
����
# ����'����
# ���������� <������ 

� � � �
� �

� � .
)!1(

)(...
!2

)(
!1

)()()( 1
0

02
0

01
0

0
0









(((



((

(�( n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxfxT  

B' ���
������ 	���
�� ����
��, ��� ).()( 00 xfxT (�(  G����� ���-
�'������ ���������� <������ ����� ��� 

� �
� �

� � ,
)!2(
)(...

!1
)()()( 2

0
01

0
0

0









(((
((�(( n

n
xx

n
xfxxxfxfxT  

��� ��� ����� ).()( 00 xfxT ((�((  :��������� )()( 00 xfxT (((�(((  � �.�. 
<���� ����'��, ��� �#���� k �� 1 �� n ����������� ��������� 

 � � � � ).()( 00 xfxT kk �  (2.86) 

:������ 2.27.  ���	
 ������� f(x) ��	 (n + 1) ����������! 
� �-����	���	� 	���� x0. ����� ��� ����� 	���� ! �� �	�� ���-
�	���	� ����	�� 	���� �, ������������ ���� 	������ x � x0, 
��� ��	���� �������	�� �����'�� ������� 

 
� �

� � ,
)!1(

)()()( 1
0

1








� n
n

xx
n

cfxTxf  (2.87) 

�� T(x) – n-� �������� ������ ������� f(x) � 	��� x0. 
& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� r(x) = f(x) 
 T(x). = 
����� ����, 

��� T(x0) = f(x0), ����� r(x0) = 0. ��������� ��� ���
 	
����#: 

� � .)( 1
0


� nxxx�  
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A�� 	
����� �����, ��������, ���������� � �
�� � ����� x0. 
"�������� ?���
 ����� ��������� ������
 J�,� ��� �������'�-
����� �������� 	
����� r(x) � �(x): 

,
)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

1

1

0

0

x
xr

xx
xrxr

x
xr

���� (
(

�





�  

��� x1 – ��������� �����, ������������� ����
 ������� x0 � x. B' 
	���
�� (2.86) ����
��, ��� 0)( 0 �( xr . 

J���� ����, � �� � ,1)( 0
nxxnx 
�(�  ���
�� .0)( 0 �( x�  �������� 

������
 J�,� ��� ��', ���
��� 

,
)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

2

2

01

01

1

1

x
xr

xx
xrxr

x
xr

���� ((
((

�
(
(
(
(

�
(
(

 

��� ����� x2 ����������� ����
 x0 � x1. �������� ������
 J�,� 
����������� ����'�� (n + 1) ��', ���
��� ������
 �������� 

� �� �
� �� � ,...

)(
)(

)(
)(

)(
)(

1
1

1
1

2

2

1

1







��
((
((

�
(
(

�
n

n
n

n

x
xr

x
xr

x
xr

x
xr

����
 

��� ������ ����� xk+1 ����������� ����
 x0 � xk (k = 1, ..., n). 
<�� ��� � � � � � � ,!11

1 �
 nxn

n�  � ����� 

� � � � � � � � � �1 1 1 1
1 1 1 1( ) ( ) ( ),n n n n

n n n nr x f x T x f x   
   � 
 �  

�� 
� � � �
� �

� � .
!1

)( 1
0

1
1








� nn
n

xx
n

xfxr  

������� c = xn+1 � 
�������, ��� f(x) = T(x) + r(x), ���
���� �����-
���� (2.87). 

*���
�� (2.87) ��'������� �������� ������, � ��������� 
� �

� � 1
0

1

)!1(
)( 







n
n

xx
n

cf  

– ��	�	����� ����� � ���� %�������. 
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������� x0 = 0 � (2.87), ���
��� ������� 0�������: 

� � � �
,

)!1(
)(

!
)0(...

!2
)0(

!1
)0()0()( 1

1
21 






((


(
� n

n
n

n
x

n
cfx

n
fxfxffxf  

��� � – �����, ������������� ����
 0 � !. 
������� xxxxxx 7�
�7 00    , , '���,�� 	���
�
 <������ 

(2.87) � ��
��� ����: 

� �
� �

� � 77
((

7
(

�
7 n
n

x
n

xfxxfxxfxfxxf
!

)(...
!2

)(
!1

)()()( 0200
00  

� �
.)(

)!1(
)( 1

1




7


 n
n

x
n

cf  

&�� 	
����� y = f(x) � ��
��� n = 1 ���
���� 

 � � .
2

)( 2xcfdyy 7
((

�7  (2.88) 

*���
�� (2.88) ��'������ ��������� �,���
 � ������������ 
��������� dyy E7 , ������� �� ������������ ������'����� � ���-
���
��� �������	��. &������������, ���� �� ������
��� @ ������ 
����'������ )(xf ((  �� ����������� �� ���
�# ��������� ����� 0, 
�� � �����#���� �������� �,���� � ������������ ��������� 

dyy E7  ��� �#��� Xxx �0,  �� ����������� .2/)( 2xM 7  G § 2.5 � 
������# ������������� ��������� dyy E7  ���� ���
���� ����� 
������������ ���������, ��� sinx E x, ex E 1 + x � ��. <����� �� 
����� ������� �� �����,�����. 


����� 2.57.  ����'���, ��� �,���� � ������������ �����-
���� ex E 1 + x �� ����������� 2/2ex  ��� ]1,(
��x . 

; � , � � � �. G������'
���� ��������������� 	���
��� <����-
�� (2.87). ������ ��������� <������ ��� 	
����� xexf �)(  � �
�� 
�
��� .1)0()0()( xxffxT �(�  ��?���
 �,���� � ������������ 

��������� ex E 1 + x ��������� � ���������� ������ .
2

)( 2xcf ((
 G��-
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��� ����'������ xexf �(( )(  ��'������� �� ,�  ��?���
 �� �����-
������� '������� �� ������
��� (–�, 1] ����� e. =������������, 

,
22

)(0 22 xexcf
)

((
�  ����� ].1,(
��x  

*���
�� <������ �� ������ ��'������ ������� �,���� � �'-
������� ��� ����� ������������ ����������, �� � ���
���� ���-
��������� ��������� ������ ����. �����������, ��� (n + 1)-� 
����'������ 	
����� f(x) ���������� � ����������� ����� x0. 
�
��� Tn(x) – n-� ��������� <������ 	
����� f(x) � ����� x0, 

� �
� � 1

0

1

)!1(
)()( 







� n
n

n xx
n

cfxr  – ���������� ���� � 	���� @�������. 

<���� rn(x) �������� ���������� ����� ����� �������� �������, 
��� (x 
 x0)n ��� x�x0. &������������, 

� �
� � 0

)!1(
)(lim

)(
)(lim 0

1

0 00

�



�





��
xx

n
cf

xx
xr n

xxn
n

xx
 

� ���
 �������������� )()1( cf n  � ����������� x0. =������������, 
�,���� � ������������ ��������� 

 )()( xTxf nE  (2.89) 

����� �������� ���������� ����� ����� �������� �������, ��� 
(x 
 x0)n, ����� x � x0. B�����'
� ��������� (2.89), ����� ���
-
����, ��������, ����
#��� 	���
�� (��� x � 0): 

� � � � � � � �

� �
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1...
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/���
��� ������, ��� � ������ �' ����������� ��,� 	���
� 
�,���� �������� ���������� ����� ����� �������� ������� ����-
�������� xn. 


����� 2.58.  ����'���, ��� �,���� � ��������� 

 
2

)1ln(
2xxx 
E  (2.90) 

�� ����������� 3/3x  ��� �#���� x > 0. 
; � , � � � � . /����� ������ ��������� <������ T2(x) 	
����� 

ln(1 + x) � �
��. B���� 

� �� � � �� �
� �

.
2
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)0()0()0()(
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11ln   ,
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xxxfxffxT
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&����, ,)1(2))1(ln( 3
�((( xx  ��?���
 ���������� ���� 

.
)1(36

)()( 3

3
3

3 c
xxcfxr


�
(((

�  

<���� � ����������� ����
 x0 = 0 � x > 0. ��?���
 c > 0, 
.1)1( 3 � c  =������������, �,���� � ��������� (2.90) ����� 

� �3

3

13 c
x


 � �� ����������� 
3

3x  ��� �#���� x > 0. 

*���
�� <������, ������, ��������� ),()( 2 xTxf E  ����� ���-
�������� � ?������������ ���������� � ����
#��� ���
����. 
�����������, ��� ��� ����� nxxx ,...,, 21  �'������ ������� ���	��-
�������� 

n
xxa n

�
...1  

� ���� ������	���� �	������ 

� � � �
n

axax n
22

1 ... 


�I . 
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J�� ����� ������� ���	���������� ���� 

n
xfxfy n )(...)( 1 

� , 

���� ����� nxxx ...,,, 21  ���'������, �� �'������ ����'��, � ������� 
��� ��� ����������? J������, ������ '������� y  ���������� ��-
��'�����. ������ �� �
���� ����� y  �����������. ��� ?��� 
�,���� �
��� ��� ����,�, ��� ����,� ������������ '������� 

)(xf (((  �� ����'��, ���������� ��� nxxx ...,,, 21 . 
����
��� ����
#��� ����'��: '������ f(x) �� �� ������ ���-

������ <������ � ����� �: 
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 .)(
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1)( 2Iafafy ((E  (2.91) 


����� 2.59.  &�� ����� 1001 ,..., xx  �'������ ������� ���	��-
�������� a = 2 � ������� ������������ ���������� I = 0,1. /���� 
����������� �
��
 �
��� .... 3

100
3
1 xx   

; � , � � � � . &�� 	
����� y = f(x) = x3 ������ ������� ���	��-
�������� �� 	���
�� (2.91): 

.06,86
2
1

100
... 23

3
100

3
1 �E


� Iaaxxy  

���
�� ����
��, ��� 3
100

3
1 ... xx   E 806. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 170


����� 2.60.  &�� ������������� ����� x1, ..., xn �'������ 
������� ���	���������� � � ������� ������������ ���������� I. 
/���� (�����������) ������� �������������� ....1

n
nxx  

; � , � � � �. =������ �������������� ����� ����������� ��� 

� �
....

ln...ln1

1
1 nxx

nn
n exx


�  

B�����'
� 	���
�
 (2.91) ��� 	
����� f(x) = lnx, ���
��� 

� � .
2

lnln...ln1
2

2

1 a
axx

n n
I


E  

=������������, ������� �������������� 

 .... 2

2

2
1

an
n aexx

I



E  (2.92) 


����� 2.61.  �
��� pi – ��������� ��������������� ���'��� 
�� 31 ������� i-�� ����, 1/ 
� iii ppk  – ������ ��������������� ��� 
'� i-� ��� (i = 0, 1, ..., 10). B'������, ��� ������� ���	���������� 
����� k1, ..., k10 ����� 1, � ������� ������������ ����������  
I = 0,1. ���������� (�����������) ������������� �'������� ��-
������������� ��� � 31 ������� �
������ ���� �� 31 ������� ����-
���� ����. 

; � , � � � � . B�����'
� 	���
�
 (2.92), ������ ����������� 
������� �������������� 

.... 005,010
101


E ekk  

&����, � � .95,0... 05,010005,0
101

0

10 E��� 

 eekk
p
p  =������������, '� ��-

���� ��� ���� 
����,����� ������'������� �� 5%. 
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����� 3  

�	@@�)��E	��F��� 	*'	*���	� 
@G�(E	H ��*(��F(	O 
�)�/���PO 

§ 3.1. '��#�"� ��������"� 

&�� 
�������� '����� �� ����������� ��
���� 	
����� ��
� 
����������. G�� �������,�� �����������, ������, � � ��� ��
���, 
����� ����� ���������� ����� ����, ������� � �.�. 

B���, �
��� � ��������� ����������� ����� (x0, y0) ���������� 
	
����� z = f(x, y). ��������� ���������� ���������� x � y 	��-
�
����: 

7x = x – x0, 7y = y – y0. 

<���� �#��� ����� (x, y) �' ����������� ����� (x0, y0) ����� 
���� ������������ ��� 

(x, y) = (x0 + 7x, y0 + 7y). 

��� �'������� x �� x0 �� x0 + 7x (� ���������� y = y0) 	
��-
��� z �'������� �� �������
 

7xz = f(x0 + 7x, y0) – f(x0, y0). 

A�� ��'����� ��'������� ���	��� �����'��� ������� z �� x. 
������ ���������� �� y ������������ ����������: 

7yz = f(x0, y0 + 7y) – f(x0, y0). 

����������.  ����	�� ���
����	�� ������� �����
��! 
������! �� ����� �� �	�! ������! ������	�� ���� �	-
��)��� ���	���� �����'��� ������� � �����'��� ���	�	-
�	���'� ���������� �������, ����� �	� �����'�� �	�-
��	�� � ����. 
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������ ����'������ 	
����� z = f(x, y) � ����� (x0, y0) ���-
'����#��� ���: 

),(,, 00 yxf
x
zz xx (

J
J(  – ����'������ �� x; 

),(,, 00 yxf
y
zz yy (

J
J(  – ����'������ �� y. 

B���� ����
#��� ���������: 

 ,),(),+(limlim 0000
00 x

yxfyxxf
x
zz

x
x

xx 7

7

�
7
7

�(
�7�7

 (3.1)  

 .),()+,(limlim 0000
00 y

yxfyyxf
y
z

z
y

y

yy 7

7

�
7

7
�(

�7�7
 (3.2) 

B' ����������� ������� ����'������ ����
��, ��� ��� ������-
��� ������� ����'������ � �yxf x ,(  ����� ������'����� ������� 
��		������������� 	
����� ����� ����������, ������ �������-
��� y. :��������� ��� ���������� ),( yxf y(  ���������� ����
�� 
������� x. 


����� 3.1.  /���� ������� ����'������ 	
�����: �) 
y
xz � ; 

�) z = .yx  

; � , � � � � .  �) =����� y = const, ������� 
y

zx
1

�( . =����� 

x = const, ������� 2y
xzy 
�( . �) ����'������ 1
�( y

x yxz  �������-

���� ��� ����'������ ��������� 	
����� (y = const). ����'������ 
xxz y

y ln�(  ����������� ��� ����'������ ����'�������� 	
����� 
(x = const). 

�� �������� � 	
������� ����� ���������� �������� ������� 
������������� ������� ����'������: ������ (����) ���	��� ���-
�������� 	
����� ��'������� ������ ����,���� �������� �����-
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����� 	
����� � ���������# ����������
#��� ��'�������� ��-
��������, ����� ?�� ���������� ��������� � �
�# ������ (�����). 

&�� 	
����� z = f(x, y) ������������� ������� ����'������ 
�
��� ���'������: 

x
zyxfz

xxx 7
7

�(�(
�7

 0000 lim),(  � 
x
zyxfz

xxx 7
7

�(�(

�7



 0000 lim),( . 

=�������������, ������� ������������� ����'������ �� y ���-
'����#��� �(yz  ��� ),( 00 yxf y�( . <�� ��� ������� ����'������ 	��-
������� �������� ������� ����'������ (� ��� ��,� ���������, ��� 
��� ��'�������� ����������, �������� �� ���, �� ������� �����-
������ ��		�������������, �����#��� �����������), �� ��� �
��-
��������� ������� ����'������, ������ ,xz(  � ��������� ����� 
(x0, y0) ���������� � ����������, ����� � ?��� ����� �
���������� 
� ���� ����� ��� ������������� ����'������: 


 (�( xx zz . 


����� 3.2.  &�� 	
����� z = |x – y| ����� ��������� �����, � 
������� �
�����
#� ��� ������� ����'������ xz(  � .yz(  

; � , � � � � .  B�����'
� ������� ��		������������� 	
����� 
����� ����������, ������� ��� x � y: 

yx
yxzx 




�(  (y = const)  �  

yx
xyzy 




�(  (x = const). 

<���� ����'��, ��� ������� ����'������ �
�����
#� � ���-
��� ����� (x0, y0), ��� ������� x0 � y0. K��� �� x0 = y0, �� z = 0 � ��-
����� ���������� �������������� ����� 7xz = |7x| � 7yz = |7y|. ��-
?���
 ������� ������������� ����'������ �
�
�: 

1||lim
00

��
7
7

�(
��7

� x
xz

xx ; 1lim
00

��
7
7

�(
��7

� y
y

z
xy . 

<�� ��� 
 (�( xx zz  � ,
 (�( yy zz  �� �� ���� ������ (x0, y0), ��� ��-
����� x0 = y0, ��� ������� ����'������ �� �
�����
#�. 
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§ 3.2. 
���"� ����������� 
� ���������������#� ������� 

��� ������������� �'������� ������� x � y 	
����� 
z = f(x, y) �'������� �� �������
  

 7z = f(x0 + 7x, y0 + 7y) – f(x0, y0). (3.3) 

G������� 7z, '������� 	���
��� (3.3), ��'������� ������ ���-
��'��� ������� z � 	��� (x0, y0). <�� �� ��� � � ��
��� 	
����� 
����� ����������, ��'������ '����� � ������������ '����� ���-
������� 7z (�������, ��� �������, �������� ���������� 	
������ 
�� 7x � 7y) �� ������
# 	
����# �� 7x � 7y. ;��� ���������  
����������� ��������� ������ ���������� �������, ������� 
������������ ��� �
��� ����'������� ������� ����'������ 	
��-
��� �� ���������� ��'�������� ����������. <��, � ��
��� 	
��-
��� �� ��
� ����������, ������ ��		�������� ������������ ��-
�������� 

 .yzxzdz yx 7(7(�  (3.4) 

G 	���
�� (3.4) ����� (x0, y0) ���� �� 
��'���, ������ ����
�� 
�������, ��� � ��'������ ������ (x0, y0) ��		�������� �
��� ��'-
������. 


����� 3.3.  /���� ������ ��		�������� 	
����� 
y
xz �  � 

������: �) (0; 2), �) (1; 1). 

; � , � � � � .  �) .
2
1||1| )2;0(2)2;0()2;0( xy

y
xx

y
dz 7�7�
7��  

�) .||1| )1;1(2)1;1()1;1( yxy
y
xx

y
dz 7
7�7�
7��  

G ����� 2 ���� ��������� ��������� ��������, ���������-
�
#��� ����'����� ������������� ��������� 7y E dy ��� 	
����� 
y = f(x) ����� ����������. D���� ���������� ������������� ��-
������� 7y E dy ��F�������� ���, ��� ��� �,���� (��� ��		������-
�
���� 	
����� f(x)) �������� ���������� ����� ����� �������� 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 175

�������, ��� 7x, ��� 7x�0. :��������
# ���� ��� 	
����� z �� 
��
� ���������� ������ ������������ ��������� 

 7z E dz. (3.5) 

��� ?��� ����������, ����� �,���� �� '����� 7z �� dz ���� 
���������� ����� ����� �������� �������, ��� ���������� : �� 
����� (x, y) �� ����� (x0, y0), ����� 7x�0, 7y�0. &�� ���������� 
?���� ���������� ����	�	���� (��. § 3.3) �
����������� ������� 
����'������ xz(  � yz(  � ����� (x0, y0), ��?���
 �������� ����
#��� 
�������. 

����������.  /������ z = f(x, y) ������	�� �
�����	�
-
������ � 	��� (x0, y0), ���  ����� �����'�� ����� ���-
�	���	
 � ��� 

 �:7(7(�
�7 yyxfxyxfyxfyxfz yx ),(),(),(),( 000000  (3.6)  

���, �����, 

,�:�7 dzz  

�� � � ��7x, 7y) – �������, �������� ����� ��� 7x�0, 7y�0; 
22 )()( yx 77�:  – ����	���� �	 	���� (x, y) �� 	���� (x0, y0). 

K��� 	
����� z = f(x, y) ��		�������
��� � ����� (x0, y0), �� �� 
������ ���������� ����� ����������� � ���� (3.6), ���
�� �,���� 
� ������������ ��������� (3.5) �
��� .�:�
7 dzz  =������������,  

,0),(limlim
0
0

0
0

�77�

7

�7
�7

�7
�7

yxdzz

y
x

y
x

�
:

 

�.�. �	���
���������� ��,� ���������� ������� �,���� �����-
������ ��� ��		�������
���� 	
�����. 

+��������.  &�		�������
������ 	
����� z = f(x, y) � ����� 
(x0, y0) ������������ ������� ������� ����'������ xz(  � yz(  � ?��� 
�����. ��?���
 ���� ���� �� ���� �' 
��'����� ����'������ �� 
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�
�����
��, �� 	
����� �� �������� ��		�������
���� � ����� 
(x0, y0). 

L���,�� �������� ������ 
�������� (3.6), �������� ��������� 
��������� �:: 

 ).)(,())(,(),( 00000000 yyyxfxxyxfyxfz yx 
(
(�
  (3.7) 

D�������� (3.7) � ����������� x, y, z '����� ���������, ������� 
��'������� ����	�
��� �������	
� � ������� ������� f(x, y) � 
	��� M(x0, y0, f(x0, y0)). 

!���� ����'���, ��� ��� �#��� ���������� � M ���������-
��������� ������������� ���	��
 	
����� f � �������� �� M ��-
��� N1, N2, ... , 
��� ����
 ������ MNi � ����������� ���������# 
(3.7) ��������� � �
�#. 


����� 3.4.  /���� 
�������� ����������� ��������� � ���-
	��
 	
����� z = xy � ����� (3; 4). 

; � , � � � � .  B�����'
� 	���
�
 (3.7), ������� 
�������� ��-
��������� ���������: 

z – 12 = 4(x – 3) + 3(y – 4), 

��� 

4x + 3y – z = 12. 

:������ 3.1.  *��� ������� z = f(x, y) ������������ � 
	��� (x0, y0), 	� ��� �������� � �	�� 	���. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  /��������� ���������, ��� 7z � 0, ��-
��� 7x � 0 � 7y � 0. A��� 	��� 
�������������� ����
#��� ��-
���������: 

��7�(7�(��7
�7
�7

�7
�7

�7
�7

�7
�7

�7
�7

�7
�7

:��:
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

limlimlimlim)(limlim
y
x

y
x

y
xy

y
xx

y
x

y
x

yzxzdzz  

.00000 ���(�(� yx zz  
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§ 3.3. ���#�#���"� ������& ���������������#� 

/�������, ��� ��		�������
������ 	
����� ����� �������-
��� y = f(x) � ����� x0 �����'����� �
����������# �������� ����'-
������ )( 0xf ( . ��?���
 ����� ������������, ��� ��� 	
����� 
��
� ���������� z = f(x, y) ��		�������
������ � ����� (x0, y0) 
�����'����� �
����������# ��
� �������� ������� ����'������ 

),( 00 yxfx(  � ).,( 00 yxf y(  ������, ��� ����'����� ������ 	
�����  

,0)0,0(),0(),( 22
22 ��


� fyx

yx
xyyxf  

?�� ������������� �������. &������������, � ����� (0;0) ������� 
���������� 7xz � 7yz ����� �
�# ��� �#��� 7x � 7y. ��?���
 ��-
����� ����'������ xz(  � yz(  � ����� (0;0) �
�����
#� � ����� ���-

�� �
�#. &����, ��� x = y � 0 	
����� 
2
1),( �� xxfz , � �� ����� 

��� f(0, 0) = 0. <���� ����'��, f(x, y) �� ��������� � f(0, 0), ����� 
x � 0 � y � 0, �.�. 	
����� ��'������. *
����� z = f(x, y) ����	-
	�������
��� � ����� (0; 0), ��� ��� ���� �� ��� ���� ��		����-
���
����, �� � ���
 ������� 3.1 ��� ���� �� � ����������� � ?��� 
�����. 

:������ 3.2 (��������	�� �����
� �
�����	�
�������
). 
*��� ���	�� ���������� ),( yxf x(  � ),( yxf y(  ������� � ���-
�	���	� 	���� (x0, y0) � �������� � ����� 	��� (x0, y0), 	� 
������� z = f(x, y) ������������ � �	�� 	���. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  ;��������� � ������������ ��������� 
Oxy ����� P(x0, y0), Q(x0 + 7x, y0) � R(x0 + 7x, y0 + 7y) (���. 3.1). 
�
��� ������� ����'������ ���������� � ��������� 
�-����������� ����� P � ����� R ����������� ������ �����������. 

<�� ��� �-����������� ����� P – ��
� ����
�� � � ������� � P, 
�� ����'�� PQ � QR ������� ���������� � ?��� �����������. =��-
����������, 	
����� f(x, y) ���������� �� ����'��� PQ � QR. 

���������� ������ ���������� 	
����� z = f(x, y) � ����� 
(x0, y0) � ����  

 7z = f(R) – f(P) = [f(R) – f(Q)] + [f(Q) – f(P)]. (3.8) 
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 y

 x
 x0

 y0  P 
 A 

 R

 Q 

 B 

 x0+7x 
  

 

)��. 3.1 

<�� ��� �� ����'�� PQ ���������� y ����� ���������� '������� 
y = y0, �� 	
����� f(x, y) �� ����'�� PQ �������� 	��������� 	
��-
���� ����� ���������� x. �������� 	���
�
 @�������, ���
��� 

 f(Q) – f(P) = xAfx 7( )(  (3.9) 

��� ��������� ����� " �' ����'�� PQ. :���������, �� ����'�� QR 
	
����� f(x, y) '������ ������ �� y. ��?���
 �� ����'�� QR ������-
�� ����� B, ��� ������� 

 f(R) – f(Q) = .)( yBf y 7(  (3.10) 

D������� ��������� (3.9) � (3.10), '���,�� 	���
�
 (3.8) � 
����
#��� ����: 

7z = xAfx 7( )(  + .)( yBf y 7(  

���#�� ���
���� 

,

)()(

)]()()([)]()()([

yxdz
yxyPfxPf

yPfBfPfxPfAfPfz

yx

yyyxxx

77�

�777(7(�

�7(
((7(
((�7

</

</  

��� ),()( PfAf xx (
(�/  ).()( PfBf yy (
(�<  
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X���, ��� ��� 7 x� 0, 7y � 0 ����� A � B ��������� � ����� P. 
<�� ��� ������� ����'������ ����������, �� / � 0 � < � 0, ����� 
7x � 0, 7y � 0. G����� � / � < ��������� � �
�# � �������� 

.
)()( 22 yx

yx

77

77
�

</�  

��?���
 �' ��������� 

�:</
�77

77

77
�7 dzyx

yx

yxdzz 22
22

)()(
)()(

 

�������� ��		�������
������ 	
����� z = f(x, y) � ����� (x0, y0). 


����� 3.5 . /���� ��������� �����, � ������� ��		����-
���
��� 	
�����: �) z = |x – y|; �) .)( 4/322 yxz �  

; � , � � � � .  �) ������ ����'������ xz(  � yz( , ��������� � 
������� 3.2, ���������� � ���������� �� ���� ������ (x0, y0), ��� 
������� x0 � y0. �� ������� 3.2 	
����� z ��		�������
��� � ��-
��� ������. G ��
��� ������ 	
����� z ����		�������
���, ��� 
��� � ��� �� �
�����
#� ������� ����'������ xz(  � .yz(  B������ 

��������� ����� '������� ���: 2 \ { }.x y��  
�) /������ ������� ����'������: 

1
2 2 43 ( ) ,

2xz x x y



( �    
1

2 2 43 ( ) .
2yz y x y



( �   

A�� 	
����� ����#��� ?������������ � ���������� �� ���� ���-
���, '� ����#������ ����� (0; 0). G��������� ������� 3.2 	
��-
��� z ��		�������
��� �� ���� ������ '� ����#������, ���� ��-
���, ����� (0; 0). B�����
�� ?�
 ����
 ��������. ������ �����-
����� �
�
� 7x z = |x|3/2 � 7y z = |y|3/2. =������������, 

0||lim,0||lim
2/3

0

2/3

0
�

7
7

�(�
7

7
�(

�7�7 y
yz

x
xz

yyxx  
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� ��		�������� dz ����� ����� �
�#: dz = 0�7x + 0�7y = 0. <�� ��� 
� ����� (0; 0) � '������� z = 0 � ��		�������� dz = 0, �� ������ 
���������� ����� '������� ����
#��� ����'��: 

7z = z = dz + z = dz + ��:, 

��� : = (x2 + y2)1/2, � = (x2 + y2)1/4� 0, ����� 7x � 0, 7y � 0. ��?��-
�
 	
����� z ��		�������
��� � ����� (x0, y0). B���, ��������� 
���� �����, � ������� 	
����� z ��		�������
���, ���� 2.�  

§ 3.4. ����������������#� ���%��� ������� 

�
��� f(x, y) – 	
����� �� ��
� ���������� x � y, � �(t) � �(t) – 
	
����� �� ��'�������� ���������� t. G ?��� ��
��� �������, ��� 
F(t) = f(�(t), �(t)) – ������� ������� �� t. 

:������ 3.3.  *��� ������� x = �(t) � y = �(t) ��������-
���� � 	��� t0, � ������� z = f(x, y) ������������ � 	��� 
(�(t0), �(t0)), 	� ������� ������� F(t) = f(�(t), �(t)) 	��� ����-
�������� � t0. ��� �	�� ����������� ������� ������� ��!�-
��	�� �� ������ 

0 0 0 0 0 0 0( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( ),x yF t f t t t f t t t� � � � � �( ( ( ( (�   

���, �����, 

 t x t y tz z x z y( ( ( ( (� �  � . (3.11) 

& � � � ' � � � � � � � � � .  G��������� ��		�������
������ f(x, y) 
� ����� (x0, y0), ��� x0 = �(t0), y0 = �(t0), ����� 

7z = f(x0 + 7x, y0 + 7y) – f(x0, y0) = 

 2 2( , ) ( ) ( ) .x yz x z y x y x y�( (� 7  7  7 7 7  7  (3.12) 

L���� 7x, 7y – ����'������� (���������� �����) ���������� ��-
�������� x, y, � � (7x, 7y) – ���������� ����� (��� 7x � 0, 7y � 0) 
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�����. ��������
 ��������� (3.12) ����������� ��� �#��� ��-
��� 7x, 7y, ��� ����������� � ��� ���������� ���� 

 7x = �(t) – �(t0),  7y = �(t) – �(t0). (3.13) 

��������� ��������� (3.13) � 	���
�
 (3.12), ����� ������� �� 7t 
���
��� 

 .),(
22

"
#
$

%
&
'

7
7

"
#
$

%
&
'

7
7

77
7
7(

7
7(�

7
7

t
y

t
xyx

t
yz

t
xz

t
z

yx �  (3.14) 

<�� ��� �(t) � �(t) ��		�������
��� � t0, �� ��� ���������� � t0. 
=������������, 7x � 0 � 7y � 0, ����� 7t � 0. &����,  

 � � � � ,00),(lim 22
22

0
�((��"

#
$

%
&
'

7
7

"
#
$

%
&
'

7
7

�77
�7

ttt
yx

t
y

t
xyx�   

��?���
, �������� � ������
 ��� 7t�0 � ��������� (3.14), ���
��� 
	���
�
 (3.11). ������������ � ?��� ����'���, ��� F(t) ��		�-
������
��� � ����� t0. 


����� 3.6.  �
��� z = f(x, y), x = t3, y = t2 + 1. <���� 
.23 2 tztzz yxt ((�(  


����� 3.7.  �
��� z = x 
y, x = cos t, y = sin t. <���� �� 	���
�� 

(3.11) �����  

).tgcos(ln)(cos

cosln)(cos)(cos)(sin

cosln)sin(

21sin

1sin1sin2

1

ttt

tttt

txxtyxyzxzz

t

tt

yy
tytxt


�

�
�

��
��(�((�(�(









 

;��������� ������ ����� ������� ��
���. �
��� z = f(x, y) – 
	
����� �� ��
� ���������� x � y, �������, � ���# �������, '���-
��� �� ��
� ��
��� ���������� x = �(u, v), y = �(u, v). <���� z = 
= f(�(u, v), �(u, v)) – ������� 	
����� �� ��
� ��'�������� ����-
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������ u � v. *�����
� ������� v, � '���� u � ������'
� 	���
�
 
(3.11), ���
��� ����
#��� ������,����: 

 
�
�
�

((((�(
((((�(

.
,

vyvxv

uyuxu

yzxzz
yzxzz

 (3.15) 

=���������� 
����������: ��� ������� � (u, v) � � (u, v) ���-
��������� � 	��� (u0, v0), � ������� f(x, y) ������������ � 
	��� (� (u0, v0), � (u0, v0)), 	� ������� ������� 

z = f(�(u, v), �(u, v)) 

	��� ������������ � 	��� (u0, v0). 

§ 3.5. 
��������& �� ����������>. ������# 

=������ ���������� 
������� ������� �����������. X���, ��� 
������ ������ v�  '����� ��������� �����������. ��� ?���, ������, 
��� ������ v�  ����'� ������� ������������, ��������
 �#��� ���-
��� )0( �� @@vw ��  '����� �� �� ����� �����������. = ��
��� �����-
��, � ������ ��������� 0}{ �@@v�  ��������, '���#��� ��������� ��-
���������, ������ �������, � ������ ������ ����, ������ e�  ���-
������ �����, .1|| �e�  &����� �������������� ��'������ ��� ����-
������ ��������� ��� ������ ��������� �����. 

�
��� ),( yx eee �
� – ��
������ ��������� ������, 

.1|| 22 �� yx eee�  

����������.  ����������� ������� f(x, y) � 	��� (x0, y0) �� 
	�������	
� e�  ������	�� ���� 

t
yxfteytexf

e
yxf yx

t

),(),(
lim),( 0000

00
00 


�
J

J
�

� . 

C������ �����, ��� ef �JJ /  – ?�� ������	
 ������� 	
����� �� 
����������# .e�  
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����'������ �� ����������# �������� ���������� ������� 
������ ������� ����'������. &������������, ��� ��������  

1e� = (1; 0) � 2e� = (0; 1) ����� 

),,(),(),(lim),(
00

0000
001

00 yxf
t

yxfytxf
e

yxf
xt 

�
(�



�

J
J
�  

).,(),(),(lim),(
00

0000
002

00 yxf
t

yxftyxf
e

yxf
yt 

�
(�



�

J
J
�  


����� 3.8.  /���� ����'����
# 	
����� z = | x – y | � ����� 
(0; 0) �� ����������# ���������� ������� ).,( yx eee �

�  
; � , � � � � .  B����� ��������������� �' �����������, ����� 

||
||

lim
|0|||

lim
0000 yx

yx

t

yx

t
ee

t
eet

t
tete

e
z


�



�




�
J
J

��
� . 

������ 3.8 ����'�����, ��� 	
����� ����� ����� � ��������� 
����� ����'������ �� �#���
 ����������# � ������������ �� 
���� ��		�������
���� � ?��� ����� (������ 3.5�). 

��� ���������� '����� �� ����������� �������� �'������� 
	
����� �� ����������# ������� ������ ���������� ������� e�  
����� '������� �����-���� ���
����� ������ v�  ��� �
� l. G ?��� 
��
��� � �������� ������� e�  ����
�� �'��� ������ ,|| 1vve ��� 
�  ��� v�  
– ?�� ���� '������� ������, ���� ��������#��� ������ �
�� l. 
@���� ����'�������, ��� ���������� ������� e�  �������#� � ����-
�
���� 
����, ������� ������ v�  (�
� l) ����'
�� � ����������
#-
���� ����� ���������. 

&������������, �
��� / – 
��� ����
 �������� ),( yx vvv �
�  � 

���# &x, � < – 
��� ����
 v�  � ���# &y. <���� (���. 3.2) 

||
cos

v
vx��/ ,  .

||
cos

v
vy��<  

=������������, ).cos,(cos
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,
||

|| 1 </�"
#
$
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&
'�� 


v
v

v
vvvl yx ��

��  
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 < 

 y

 x 

/

 v 

 vx

 vy

 

)��. 3.2 

K��� 	
����� f(x, y) ��		�������
��� � ����� 0(x0, y0), �� ��� 
���������� �� ����'������ � ����������� e�  � ����� 0 ������ ��-
��, ����� ������� ������ (��� �� ?�� ��������� � ������� 3.7), 
����� �������'������� ����
#��� ��������. 

:������ 3.4. ����������� ������������� ������� z = 
= f(x, y) � 	��� (x0, y0) � ���������� e�  ��!���	�� �� ������ 

 ,),(),(),(
0000

00
yyxx eyxfeyxf

e
yxf

�(�(�
J

J
�  (3.16) 

��� 

.yyxx ezez
e
z

�(�(�
J
J
�  

& � � � ' � � � � � � � � � .  ��������� ��		�������
���� (�� t) 
	
����� �(t) � �(t), ������� �(t) = x0 + tex � �(t) = y0 + tey. ������-
��� ����� 	
����# 

F(t) = f(�(t), �(t)) = f(x0 + tex, y0 + tey). 

�� ������� 3.3 ������� ����'����
# F(t) � �
��: 

 
.),(),(

)0())0(),0(()0())0(),0(()0(

0000 yyxx

yx

eyxfeyxf
ffF

((�

�((((�( ������
 (3.17) 
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= ��
��� �������, 

 
.),(),(),(

lim

)0()(lim)0()(lim)0(

000000

00

000

e
yxf

t
yxfteytexf

t
FtF

t
FtFF

yx

t

tt

�
J

J
�



�

�



�



�(

�

��
 (3.18) 

=�������� ��������� (3.17) � (3.18), ���
���� 	���
�
 (3.16). 

����������.  ����
�	��� ��	�

 � ���� 0 ������	�� 
��	��, ��������	� ��	����� ����� ���	�	�	���'�� ���	��� 
����������� ������ ������� � 	��� 0. 

<��, ��� 	
����� ��
� ���������� f(x, y) ����� 

)).(),(()(grad MfMfMf yx ((�  

&�� 	
����� ���� ���������� f(x, y, z) ����� 

))(),(),(()(grad MfMfMfMf zyx (((�  

� �.�. B�����'
� ��������, 	���
�
 (3.16) ����� '������� ������: 

 ),,)((grad)( eMf
e
Mf �
� �

J
J  (3.19) 

��� ),)((grad eMf �  – ��������� ����'������� ��������. 
*���
�� (3.19) ��������� ��'����������� ���� ��
� 	�������, 

�� ������� '������ ����'������ �� ����������#: ���� 	
����� f � 
���� ������� .e�  

L������, ��� �� ����� ���
������ 	
����� f, �� ����� ������� 
e�  �� ����#� �
���������� ���� ��� ������ 	���
�� (3.19). A�� 
�������������� �
��� ������'������� � �������,��, ��?���
 '�-
��,�� ����� 
������ ������� 	���
�� (3.19) ��� 	
����� f �� n 
���������� � ����'�������� ������� .v�  

������� ( ) ( )t f p tv� � 
� � , ��� , .np v �

� � �  <���� ����������� 
����
#��� ���������: 

 (0) (grad ( ) , ).f p v�( �
� �  (3.20) 
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����� 3.9 . /���� ����'����
# 	
����� z = x5y6 � ����� 
(1; 1) �� ����������# ������� v�  = (3; – 2). 

; � , � � � � .  G����� v�  '����� ����������� – ��������� ������: 

)2;3(
13
1)2;3(

)2(3

1||
22

1 
�




�� 
 vve ��� . 

C������� z � ����� (x, y) ����� ( xz( ; yz( ) = (5x4y6; 6x5y5). ��?���
 

grad z(1; 1) = (5; 6). 

B�����'
� 	���
�
 (3.19), ������� 

13
3)2;3(

13
1),6;5()1;1(

�""
#

$
%%
&

'

�

J
J

e
z
� . 

�
��� 0(x0, y0) – �����, � ������� ����������� �������� 	
��-
��� f(x, y), � – 
��� ����
 ���������� gradf (0) � ������������ .e�  
<�� ��� 

(gradf (0), e� ) = |gradf (0)|�| e� |�cos�, 

� e�  – ��������� ������, �� �' 	���
�� (3.19) �������� ��������� 

.cos|)(grad|)( ���
J

J Mf
e
Mf
�  

���#�� ����
��, ��� ����'������ � ����������� e�  ��������� 
�������,�� '������� ��� cos � = 1, �.�. ����� ����������� gradf (0) 

��������� � .e�  ��� ?��� .|)(grad|)( Mf
e
Mf

�
J

J
�  

�"�� : ������	 �������	 ��������� ��������)�� ���-
	� �������, � ��������
��� ������	
 ���	� ����� ������ �����-
�	�. 
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§ 3.6. (���#����"� ��&�"� � �������#� 

/�������, ��� �����	��� ������ 	
����� n ���������� 
f(x1, ..., xn) ��'������� ��������� ���� ����� ,nx ��  ���������� 
������� 
����������#� 
�������# f(x1, ..., xn) = $, ��� $ – 	����-
�������� �����. G ��
��� n = 2 ��������� 
����� ��'������� ����-
� ������, � � ��
��� n = 3 – ����!���	
� ������ 	
�����. 

�������, ��� ����� 
����� ����� � �� ���� ������ � ������-
��� ������ ?���� �����. /�������, ��������� 
����� 	
����� 

|1||||1|||),( yyxxyxf 

� , 

'������� 
��������� f(x, y) = 2, �������� ���������. 
G �� �� ����� ���� ��������� 
����� 	
����� ��
� �������-

��� ����� ����������� ��� ���	�� ��������� 	
����� �� ����� 
����������, �� ��������� 
����� ������������� �������� ����� 

�����. 

������ ��' ����'��������� ����
#�
# ������
. 

:������ 3.5.  ���	
 f(x, y) – �������, ���'�� �������� 
���	�� ���������� ),(),,( yxfyxf yx ((  � ���	���� �	���	�� 
�����	� D; $ – ������������ �����; M(x0, y0) � D – 	����, 	�-
���, �	� f(M) = C � .0)( �( Mf y  ����� ����	�� 	���� ������-
������� ������� � (x), �	� � ���	���� ����	���	� 	���� 0 
�����	�� �)��� �������� f(x, y) = $ �������	 � �������� 
������� y = � (x). 

+��������.  ��������
 0 – ��,���� 
�������� f(x, y) = $ �  
0 ���������� � �#��� ����� �����������, �� ��� 	
����� � (x) �' 
������� 3.5 ������������� ����������� ��������� y0 = � (x0). 

&�� 	
����� f(x, y), ���#��� ����������� ������� ����'���-
���, �' ������� 3.5 �������� ������ ���������: ������ ����� ����-
�� � ���	�	���� ����� ����	���	� ����� ���� 	���� 0 ���	 
��	
 ����	����� ��� ������ ������������� �������, ��� 
	��
�� gradf(M) � 0. &������������, ���� ,0)( �( Mf y  �� ����� 


����� – ?�� ���	�� 	
����� y = � (x). K��� ,0)( �( Mfx  ��, ������� 
������ x � y � ������� 3.5, ���
���, ��� ����� 
����� – ?�� ���	�� 
	
����� x = � (y). J���� ����, ������� ����'������ )(Mfx(  � 
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)(Mf y(  �� ���
� ������������ ���������� � �
��, ��� ��� 

grad f(M) � 0. 
��������
 �������� ����# 
����� ����� ����������� ��� 

���	�� ��		�������
���� 	
�����, �� ������ �� ����� ����� 

�������� ����������� � ����� 
�����. �
���, ��� � ��,�, ����� 

����� '������� 
��������� 

 f(x, y) = $ (3.21) 

� 0(x0, y0) – ����� �� ?��� ����� 
�����, �.�. f(0) = $. ��������-
���, ��� ��������������, ��� .0)( �( Mf y  <���� �� ������� 3.5 

�������� (3.21) ����� �������� ��'��,��� ������������ y � ���� 
y = � (x). D�������� ����������� � ���	��
 y = � (x) � ����� 0 '�-
��,���� ����
#��� ����'��: 

 ).)(( 000 xxxyy 
(� �  (3.22) 

D�������� (3.22) – ?�� � ���� 
�������� ����������� � ����� 

����� (3.21) � ����� 0. <���� 	���� '����� �������� ���������� 
?		��������, ���� � (x) – �'������� 	
�����. G ���������������� 
'���� ����� ��� 	
����� � (x) �����'�������, ��������
 ����'-
����
# )( 0x�(  ����� ����'��� ����' ������� ����'������ 	
��-
��� f (x, y). 

/����� ��� ?���� ����'����
# ������� 	
����� f (x, � (x)) 
��
�� ���������. = ����� �������, 

),())(,(1))(,())(,( xxxfxxfxxf
dx
d

yx ���� (�(�(�  

� ��
��� – 

.0))(,( �� C
dx
dxxf

dx
d �  

=������������, 

 
)(
)()( 0 Mf

Mfx
y

x

(
(


�(� . (3.23) 
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��������� ��������� (3.23) � 	���
�
 (3.22), ����� ��������-
������ �������'������ ���
��� 
�������� ����������� � ����� 

����� � ���� 

 .0))(())(( 00 �
(
( yyMfxxMf yx  (3.24) 

B' ������������� ��������� �'������, ��� ������ ��?		�����-
��� ��� x � y � 
�������� ������ ���������
����� � ������ ���-
��� � ��'������� �������� �������. 

�"��: ������	 ������� grad f(0) ����	�� ��	���� �����-
�� ����	�
��� � ����� ������ � 	��� 0 (���. 3.3). 

 
grad f(M1) 

grad f(M2) 

M2 

M1 

x 

y 

 

)��. 3.3 


����� 3.10.  /���� 
�������� ����������� � ����� 
����� 

	
����� 3 2xyz �  � ����� (1; 1). 

; � , � � � � .  B�����'
� 	���
�
 (3.24), ���
��� 
�������� 

,0)1(
3
2)1(

3
1

�

 yx  ��� .32 � yx  

;��������� ������ 	
����# ���� ���������� f(x, y, z). �
��� 

�������� 

 f(x, y, z) = $  ($ = const) (3.25) 
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'����� ���
���� ��������� 
����� S � K. �
��� 0(x0, y0, z0) � S – 
�����-�� ����� �' ?���� ���������. K��� ������� ����'������ 
	
����� f (x, y, z) ���������� � grad f (0) � 0, �� 
�������� (3.25) � 
����������� ����� 0 ����� ��'��,��� ���� � ���� z = � (x, y), ��-
�� � ���� y = � (x, z), ���� � ���� x = L (y, z), ��� �, �, L – ��		�-
������
���� 	
�����. &����� 
���������� �������� �������� 
������� 3.5 ��� 	
����� ���� ����������. 

=������������, ��������� 
����� S �������� ����� �������-
���� ��� ���	�� ��		�������
���� 	
����� ��
� ����������, 
��� ����������� ��� ��
��� ��'����� – ����!���	
 ������.  

= ������# ����
������, ����������� ���, ��� ������'���-
���� ��� ������ 
�������� ����������� ������ � ����� 
�����, �' 

�������� (3.7) ����
��� ���
���� 
�������� ����	�
��� ������-
�	� � ����!���	� ������ 	
����� f(x, y, z) � ����� 0(x0, y0, z0) 
����
#���� ����: 

 .0))(())(())(( 000 �
(
(
( zzMfyyMfxxMf zyx  (3.26) 

�"�� : ������	 grad f (0) ������� f (x, y, z) ����	�� ��	�-
��� ������� ����	�
��� �������	� � ����!���	� ������ ����-
��� � 	��� 0. 

�
���, ��������, ����������� 
����� S '������� 
��������� 

,2222 rzyx �  

�.�. S – �	��� ����
�� r c ������� � ������ ���������. &�� �#��� 
����� SzyxM �),,(  ����� .2)2,2,2()(grad OMzyxMf ��  =����-
��������, ����������� ��������� ���������
����� ����
�-������
 
����� �������. 


����� 3.11.  /���� 
�������� ����������� ��������� � ��-
��������� 
����� 	
����� 222 32 zyx   � ����� (1; 1; –1). 

; � , � � � � .  B�����'
� 	���
�
 (3.26), ���
���� ����
#��� 

��������: 

2(1)(x – 1) + 4(1)(y – 1) + 6(–1)(z + 1) = 0,  ���  x + 2y 
 3z = 6. 
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§ 3.7. 
�������& ��������#� � ��������& 
����� ����-���& 

B������� �������� ������ ����������� �������� ������� 
������� �������	� U(x, y). A�� 	
����� �������� ���
 ����'��-
��� ������ (x, y), ��� x – ���������� ������ X, � y – ���������� ��-
���� Y. 
�������������� ������ (x, y) � ��'�����������
 �'����-
��# x ��� 	������������ y ��'������� ����
��� �������	
� X 
� ������������ ��� ������� ����'������ .xU (  :��������� ����
-
��� �������	
 Y ������������ ��� .yU (  ��� ����� ����� 
����� 
	
����� ����'����� (�� ��� ��'���#� ������� ��'��'�����) ��-
��#��� ���	����� 
����#��� 	
�����. A�� �'������, ��� ���  
����� 

A(x0, y0) � B(x0 + 7x, y0 + 7y), 

������������� �� ����� ����� 
�����, ���������� 7x � 7y ���-
#� ��'��� '���� (���. 3.4). 

 y 
 A(x0,y0) 

B(x0+7x, y0+7y)

 x 

/ 

 

)��. 3.4 

�
���, ��� ��������������, 7x > 0, � 7y < 0. G ?��� ��
��� ��-
�����, ��� 7x ������ ������� ������ '��������� �� (–7y) ������ 
������� ������ (������� � ���
 ������� �' B � A). ����
��� ���-
��� ���'��� X �� Y � 	��� A(x0, y0) ��'������� ������ ����,�-

��� 
x
y

7
7
 , ����� ����� B ��������� � A, ��������� �� ����� � A ��-

��� 
����� 	
����� U(x, y). ���������� ����� '�������� ���'��-
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������ MRSxy, ��� MRSxy(A), ���� ���������� ���� 
��'��� �� '���-
������� �� ����� A. 

�
��� l – ����������� � ����� 
����� 	
����� U(x, y) � ���-
�� A. B' ���. 3.4 ����, ��� ���
��� AB ��������� � l, ����� B ����-
����� � A, ��?���
 

 MRSxy(A) = – tg /,  (3.27) 

��� / – 
��� ������� ����������� l. =������� 	���
�� (3.24) �� 
����� '������� 
�������� l � ���� 

,0))(())(( 00 �
(
( yyAUxxAU yx  

��� 

 ).(
)(
)(

00 xx
AU
AUyy

y

x 

(
(


�  (3.28) 

B' 
�������� (3.28) ����
��, ��� tg / (
������ ��?		������ ��-

���������) ����� 
)(
)(

AU
AU

y

x
(
(


 . B�����'
� ��������� (3.27), ���
���� 

	���
�
 

 .
)(
)()(

AU
AUAMRS

y

x
xy (

(
�  (3.29) 

�"�� : ����
��� ����� ���'��� ������ 	����� ������ 
����� �	��)��� �! ����
��! �������	�. 


����� 3.12.  /���� ��������
# ����
 '�������� x �� y ��� 
	
����� ����'����� yxyxU lnln),( �  � ������: �) (3; 12), 
�) (2; 1). 

; � , � � � � .  �) �� 	���
�� (3.29) ���
���� 

x
y

y
xMRSxy ��

/1
/1 , 

��?���
 .4)12;3( �xyMRS  
�) :��������� ������� .5,0)1;2( �xyMRS  
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A������������ ����� ���������� ����� '�������� ����� 
����'��� �� ����
#��� �������. �����������, ��� MRSxy = 2, �.�. 
���� ������� ������ X �� �����
 � ���
# ����'����� ������ ?���-
�������� 2 �������� ������ Y. �
��� p – ���� X, q – ���� Y. <���� 
��������� ������ (x, y) �
��� px + qy. ��� '����� � ?��� ������ 
����� ������� X �� ��� ������� Y ��������� ������ �'������� �� 
2q – p. K��� ��, ��������, ��� ������� Y '������� �� ���
 �����-
�
 X, �� ��������� ������ �'������� �� p – 2q. ����������� ��-
����, ��� (x*, y*) – ����� ��,���� ����� ��� '������� 
����� ��-
��'����� U(x, y) = const. <���� ���
����, ��� 
��'����� ��,� �'-
������� ��������� ������ ���� ����������������: 2q – p � 0, 
p – 2q � 0. =������������, p = 2q. X���, ��� ������ � ����������� 
��,� ����
������� ����� ���� '������� �#��� ��
��� ������, 
��� ��� 	��������� �� ���������� ��������� 

.*)*,(
q
pyxMRSxy �  

A�� �� ����� ���������, ���� � ��� ��
��� ��������������, 
��� ��' �
��� ���
���� � § 3.18, ��� ��� ������'
���� ��� ������ 
	
����� ������. 

§ 3.8. D���#�����#� �������  
���������! ��������"! 

G § 2.8 ���� ������� ������� ?����������� 	
����� ����� ��-
��������. :��������� �������� ������� ����	�����	� ������� 
�����
��! ������!. �
���, ��������, z = f(x, y) – 	
����� ��
� 
����������; 

7xz = f(x0 + 7x, y0) – f(x0, y0), 7yz = f(x0, y0 + 7y) – f(x0, y0) 

– �� ������� ����������. 

����������.  �����
�	����� ������� z = f(x, y) � 	��� 
(x0, y0) �� x ������	�� ���� 

"
#
$

%
&
' 77

�
�7 x

x
z

zyxE x
xzx :lim),(

000 . 
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�����
�	����� z �� y � 	�� � 	��� ������	�� ���� 

""
#

$
%%
&

' 77�
�7 y

y
z

zyxE y

yzy :lim),(
000 . 

C������, ��� Ezx – ���������	 ����	�����	� z �� x, � Ezy – 
���������	 ����	�����	� z �� y (���'������� ����� ����� ��
�-
������). 

B' ����������� ������#� ����
#��� 	���
��: 

xxzx zxz
z
xyxE )(ln),( (�(� , 

 yyzy zyz
z
yyxE )(ln),( (�(� . (3.30) 


����� 3.13.  /���� ��?		������� ?����������� �� x � �� y 
	
����� z = xy � ����� (2; 3). 

; � , � � � � .  =������� 	���
��� (3.30) ����� 

,)ln()(ln),( yxyxzxyxE xxzx �(�(�   

.ln)ln()(ln),( xyxyyzyyxE yyzy �(�(�  

=������������, Ezx(2; 3) = 3, Ezy(2; 3) = 3ln2. 
*���
�� (3.30) ��������# ���������� 	���
���, ������� ��-

����'������� ��� ������ ������� 1…3 ?����������� � § 2.8. ��-
?���
 ������ ��� �������� ?����������� ����������� � � ��
��� 
	
����� ���������� ����������. �������� � ����� �������� ���-
�� �������#���, �� 	���� �� '����� ���������� �������. ������-
����� ��������� �� ?��� ���������. 

*����#�� 4.  ,�� ������� z = f(x, y), x = � (t) � y = � (t) ���-
�	�����	
 z �� t � 	��� t0 ��!���	�� �� ������ 

 Ezt = Ezx Ext + Ezy Eyt, (3.31) 

�� Ezx � Ezy – ����	�����	� z �� x � �� y � 	��� (� (t0), � (t0)), � Ext 
� Eyt – ����	�����	� x � y �� t � 	��� t0. 
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& � � � ' � � � � � � � � � .  B�����'
� 	���
�� (3.30) � (3.31), ��-
����� 

)( tytxtzt yzxz
z
tz

z
tE ((((�(� .ytzyxtzxtytx EEEEy

y
tz

z
yx

x
tz

z
x

�((((�  

&�� ���� ����� �	���
�������� ������ ������ �������� ?��-
���������, ���������� ����
#��� �����������. 

����������1. ���	
 2.X � �  &	������� x1 = g1(y1, y2), 
x2 = g2(y1, y2) ������	�� �����	�� ��� �	�������� y1 = 
= f1(x1, x2),  y2 = f2(x1, x2), 1 2( , ) ,x x X�  ��� ��� ����� 	���� (x1, x2) 
�� X ��������	�� �����	��: 

x1 = g1(f1(x1, x2), f2(x1, x2)); 
x2 = g2(f1(x1, x2), f2(x1, x2)). 


����� 3.14.  /���� �������� ����������� ��� ����������� 
2

1 1 2 2 1 2, 2 ,y x x y x x�  � 
  ��� 2
1 2( , ) .x x ��  

; � , � � � � .  B' ��������� 2 1 22y x x� 
  ����
��, ��� 

1 2 22 .x y x�   ��?���
 2 2
1 2 2 2 2 22 1 (1 ) .y y x x y x�   � 
    /������ 

2 1 2 1 1,x y y� � 
  
  ������, 
�������, ��� 2
1 2( , ) ,x x ��  ����� 

.11212 

� yyx  =������������, .212 2121 

� yyyx  

&�� �#��� ���� 	
����� y1 = f1(x1, x2), y2 = f2(x1, x2) ����� 4 
��?		������� ?����������� )2,1;2,1( �� jiE

ji xy . L������ �� � ���� 

�������, ���
��� ������
 ��'����� 2M2: 

.
2212

2111

""
#

$
%%
&

'
�

xyxy

xyxy
yx EE

EE
E  

A������� ?��� �������, ������������� ��� ������� �������-
��, ��'���#��� �����	���� ���������	��� ����	�����	�. 

                                                        
1 &����� ����������� �������� ������� ��
���� ����������� ��������� 

����������� 1 :g f Y X
� �  ��� ����������� : ,f X Y�  ��� , .nX Y � �  
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*����#�� 5.  ���	
 x1 = g1(y1, y2), x2 = g2(y1, y2) – ����	�� 
�	������� ��� �	�������� y1 = f1(x1, x2), y2 = f2(x1, x2). ����� 
��	���� ���������	�� ����	�����	� Exy ����	�� ����	��� � 
��	��� Eyx. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  D������ ������� Exy � Eyx, ������'
� 
���
����
# ��,� 	���
�
 (3.31): 

�""
#

$
%%
&

'



�
2222211212221112

2221211112211111

xyyxxyyxxyyxxyyx

xyyxxyyxxyyxxyyx
yxxy EEEEEEEE

EEEEEEEE
EE  

""
#

$
%%
&

'
�""

#

$
%%
&

'
�

10
01

2212

2111

xxxx

xxxx

EE
EE

. 

<�� ��� � ��'
������ 
�������� ���
������ ��������� �����-
��, �� Exy � Eyx – �'����� �������� �������. 

J�?		������� ?����������� ������'
#��� ��� �����'� 	
��-
��� ������ ��� �#��� ����� ��'������ �������. G �������� ���-
���� ���������� ��
��� � ��
�� ��������. �
��� xi – ����������  
i-�� ������, pi – ��� ���� (i = 1, 2). &�� ���� �������#��� ������� 
(��������, ��� � �����) ��� '�����#��� ������� (��������, ���-
�� � ��������) ����������� �������, ��� ����� �� ������ ����� '�-
����� �� ����� ��� p1 � p2: 

 
�
�
�

�
�

).,(
),,(

2122

2111

ppDx
ppDx

 (3.32) 

�����������, ��� �� ������ ���� ��������#� �����, �� �, ��-
������, ����� ���������� ����. B���� �������, �
��� �������, 
��� ������
 (3.32) ����� ��'��,��� ������������ p1 � p2 � ���-
�
#��� ����: 

 
�
�
�

�
�

).,(
),,(

2122

2111

xxpp
xxpp

 (3.33) 

=������ (3.32) � (3.33) ��������#� �'����� �������� ������-
����� 1 2 1 2( , ) ( , )p p x x�  � 1 2 1 2( , ) ( , ).x x p p�  =������� �������
 5 
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������� ��?		�������� ?����������� ��� �� �����
 ����� ���� 
������� ��� �������� ������� Epx = (Exp)

 – 1 � ������� Exp ��?		�-
������� ?����������� ������ �� �����. L������, ��� ����� ����-

�������� ��?		������� �� ����� �
�#, 
ii

ii
px

xp E
E 1

� . &������-

������, ������'
� �'�����
# �' �������� ������� 	���
�
 ��� 
�������� �������, �������: 

,
21212211

22

11
pxpxpxpx

px
xp EEEE

E
E



�  

.
21212211

11

22
pxpxpxpx

px
xp EEEE

E
E



�  

§ 3.9. ������"� �������. @������ D����� 

�
��� nD � �  – ������� � ,n�  ���������� ������ � ������ 
����� ������ ),...,( 1 nxx  � ��� ����� ���� ),...,( 1 ntxtx  ��� .0�t  

*
����� ),...,( 1 nxxf  � ����� �������# ����������� D ��'���-
���� ���������� ������� /, ���� ��� �#���� 0�t  ����������� ��-
������� 

)....,,()...,,( 11 nn xxfttxtxf /�  

���������� ��������� ������� n ��������, ��������, ���������� 
	
������ ��� �� ������� ������������. <��, ��������, ��������� 

22 32 yxyxz 
�  �������� ���������� 	
������ ������� 2. 

=������ ������������ / ����� ���� �#��� �������������� 
������. /�������, 	
����� 

y
xyxz tg)( 22 ��  

�������� ���������� 	
������ ������� �2  �� ���������� x � y. 
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�������� ���������� 	
����� ������� 1 ����� ��
���� ���-
�'����������� 	
����� J����–&
�����1 .),( 4/34/1 LCKLKf �  

�����������, ��� ��		�������
���� 	
����� f(x, y) �������� 
������������ � ���������� 	
������ ������� /. *�����
� ���-
�'�����
# ����
 (x, y), ��� �#���� 0�t  ����� 

).,(),( yxfttytxf /�  

�����		�������
�� ���
# � ����
# ����� ?���� ��������� �� 
t (���
# ����� – �� ������
 ��		������������� ������� 	
�����, 
����
# ����� – ��� �������
# 	
����#). G ��'
������ �������� � 
��������
 

).,(),(),( 1 yxftytytxfxtytxf yx

�(( //  

������� '���� t = 1, ���
��� ������� 3����: 

).,(),(),( yxfyyxfxyxf yx /�((  

:��������� '����������� 	���
�� A����� ��� ���������� 
	
����� �� �#���� ����� ���
������. <��, ��������, 	���
�� A�-
���� ��� 	
����� ���� ���������� u = f(x, y, z) �������� ����
#-
��� ����'��: 

),,,(),,(),,(),,( zyxfzzyxfyzyxfxzyxf zyx /�(((  

���, ������, 

 .uzuyuxu zyx /�(((  (3.34) 

�����������, ��� 	
����� u = f(x, y, z) �� ���������� � �
�� � 
��������� ����� (x0, y0, z0). ;�'����� ����� ���
# � ����
# ����� 

                                                        
1 ����'����������� 	
������ ��'������� 	
�����, ������#��� '���-

������� ��F��� ���
��� �� '����� ���
����. G ������ ��
��� ���������� 6 
�������� '������ ��������, L – '������ ��
��. 
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��������� (3.34) �� '������� 	
����� � ?��� �����, ���
��� 	��-
�
�
 
 ,/� uzuyux EEE  (3.35) 

��� uzuyux EEE ,,  – ��?		������� ?����������� u �� x, �� y � �� z � 
����� (x0, y0, z0). 


����� 3.15.  ��������� ������,���� (3.35) ��� 	
����� 

zy
xu


� . 

; � , � � � � .  /������ .,,1
zy

zE
zy

yEE uzuyux 



�




��  =����-

��������, .0� uzuyux EEE  ��� ������
���� � ���������� (3.35), 
��������
 ������� ������������ 	
����� u ����� 0. 

§ 3.10. '��#�"� ��������"� �"�A�! ���&��� 

�
��� D – �������� ��������� � 2,�  f(x, y) – ������������ �� 
��������� D 	
�����. �����������, ��� � ������ ����� 0 � D 
�
�����
#� ������� ����'������ xf (  � yf ( . <���� ������� ����'-
������ ),( yxf x(  � ),( yxf y(  ����������� ������� 	
������� � ����-
���# ����������� D. ��� ��'���#��� ���	���� ������������ 
������ �������. ������ ����'������ �� 	
����� ),( yxfx(  � 

),( yxf y(  ��'���#��� ���	���� ������������ �	����� ������� 
(��� �	����� ���	���� ������������) �� 	
����� f(x, y). ���-
��� ����'������ �� ������� ����'������ ������� ������� ��'�-
��#��� ���	���� ������������ 	�	
�� ������� (��� 	�	
��� 
���	���� ������������) � �.�. 

K��� ������ ����'������ 	
����� z = f(x, y) ���� �'���, ���-
���, �� x, �� �� ������� ����'������ � (x0, y0) ���'����#��� ���: 

).,()(),(

),,()(),(
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:���������� ���'������� ������'
#��� � ��� ��
��� ������� 

����'������. /�������, xyxxy z
xyx

zz
yx
z (((�

JJJ
J((�

JJ
J 32

,  � �.�. 

����������.  (��	�� ���������� �	����� ������� xyz ((  � 

yxz ((  �������	�� ���!�		��
 ����	��
 ���
����	��
. 


����� 3.16.  /���� ��� ������� ����'������ ������� ��-

����� �� 	
�����: �) ;5 223 yxyxz �  �) 
y
xz arctg� . 

; � , � � � � .  �) .52,103 22 xyzxyxz yx �(�(  =������������,  

.10,2,106 xzzzyxz yxxyyyxx �((�((�((�((  

�) B���� ., 2222 yx
xz

yx
yz yx 



�(


�(  =������������, 

.
)(

,
)(

2,
)(

2
222

22

222222 yx
yxzz

yx
xyz

yx
xyz yxxyyyxx 



�((�((


�((



�((  

G �������� 3.16 �) � �) ���,����� ������� ����'������ �� 
����� � ��� �� 	
����� z �������#�. X���#��� �� ������ �����-
����� ��
������� ��� ��� – ��������� ������-�� ������ �������? 
=���
#��� ������� ���� ����� �� ?��� ������. 

:������ 3.6.  *��� ���������� ),( yxf xy((  � ),( yxf yx((  ��'�	-
���	 � ���	���� ����	���	� 	���� 0(x0, y0) � �������� � 
����� 	��� 0, 	� ��	 ��	� �����	�� 

 ).()( MfMf yxxy ((�((  (3.36) 

& � � � ' � � � � � � � � � .  ��������� ��������� W 	���
��� 

)].,(),([)],(),([ 00000000 yxfyyxfyxxfyyxxfW 
7
7
77�  

A�� ��������� ��������� � ����������� �7  �� ����'�� 
],[ 00 xxx 7  	
����� ).,(),()( 00 yxfyyxfx 
7��  
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�� ������� @������� � �������� ����������� �������� ����� 
),( 001 xxxx 7� , � ������� ����������� ��������� 

xxW 7(�7� )( 1��  
��� 

.)],(),([ 0101 xyxfyyxfW xx 7(
7(�  

�������� ������
 @������� ������ � ���������# �7  	
����� 
),()( 1 yxfy x(��  �� ����'�� ],[ 00 yyy 7 , ������ ����
 
),( 001 yyyy 7� , � ������� yy 7(�7 )( 1�� . =������������, 

 �7(
7(� xyxfyyxfW xx )],(),([ 0101  

 .),()( 111 yxyxfyxyx xy 77((�77(�77� ��  (3.37) 

= ��
��� �������, ��� 	
����� 

),(),()( 00 yxfyxxfy 
7�N  

��������� W ����� ����������� ��� ���������� )( yN  � ����� y0: 

.)],(),([

)],(),([)(

0000

00000

Wyxfyxxf

yyxfyyxxfy

�
7



7
77�7N
 

:��������� �������, ���  

 ,),( 22 yxyxfW yx 77((�  (3.38) 

��� ),,( 002 xxxx 7�  ).,( 002 yyyy 7�  =�������� 	���
�� (3.37) � 
(3.38), ���
��� 

 ),,(),( 2211 yxfyxf yxxy ((�((  (3.39) 

������ x1 � x0, x2 � x0, ����� 7x � 0, � y1 � y0, y2 � y0, ����� 
7y � 0. ��������
 ���,����� ����'������ �� ������������# 
����������, ��, �������� � ������
 � ��������� (3.39) ��� 7x � 0, 
7y � 0, ���
��� ��������� (3.36). 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 202

§ 3.11. @������ :������ �& �������  
���������! ��������"! 

���������� ��		�������� 	
����� ),...,( 1 nxxf  � ����� x�  ��� 
���������� ��������� ������ ������� �� ���������� :,...,1 nvv  

 i

n

i i
nx v

x
xfvvdfdf ;

� J
J

��
1

1
)(),...,(
�

� . (3.40) 

G����� ���������� ix7  � ����������� '����� ��		��������� �� 
������'
�� ���������� ,iv  ����� ��������
�� ��� 	���, ��� ����-
������ nvv ,...,1  ���
� ��������� ����'������� '������� ��� ���-
��� '���������� �� '������� ���������� ....,,1 nxx  ;����������� 

nvv ...,,1  ��� ���������, �.�. ������� ��		��������� ���������� 

iv  ������� �
�# ( 0�idv ), ��������� ���)� �����������: 

))()),()),( 34232 fddfdfddfddfdfd ���  � �. �. 

/���
��� 
�������� � ���, ��� 

,)(),...,(
1 1

2

1
2 ;;

� � JJ
J

�
n

i

n

j
ji

ji
nx vv

xx
xfvvfd
�

�  

,)(),...,(
1 1 1

3

1
3

k

n

i

n

j

n

k
ji

kji
nx vvv

xxx
xfvvfd ;;;

� � � JJJ
J

�
�

�  

�, ������, 

 ....
...

)(...),...,(
1 1

1
1

1
1

; ;
� � JJ

J
�

n

i

n

i
ii

ii

r

nx
r

r

r
r

vv
xx

xfvvfd
�

�  (3.41) 

&�		�������� fd 2  ��'������� �	���� ������������, fd 3  

– 	�	
��, …, fd r  – ������������ ������� r.  
=�������� (3.40) � (3.41), �����, ��� ������� ��		�������� 

df  �������� ��		���������� ������� ������� (��� ������ ��	-
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	����������). B' (3.41) ����
�� �����, ��� fd r  – ���������� 
��������� ������� r ������������ ���������� ....,,1 nvv  G ������-

��� fd 2  – ������������ 	����. 
��������
 ��		�������� ���������� ix  ����� 

ij

n

j j

i
i vv

x
xxd �

J
J

� ;
�1

)( , 

������ ���������� iv  � '����� ��		���������� fd s  ����� ��-
����'
#��� ���������� idx , i = 1, …, n. <���� ���'������� ���
� � 
���� ����������
# ������'��������: � ����� �������, idx  – ���-
��� ���������� (?��������� );iv  � ��
���, idx  – ��		�������� 
(�.�. �������� 	
����� �� ).,...,1 ndxdx  

G������, ��'�����, ������ ������'�������� � ��F������ ��-
�
�������� �������� ���'�������. 


����� 3.17.  /���� ������ ��		�������� 	
����� 2xyz �  

� ����� )1;1(P . "
��� �� ������������ 	���� Pzd 2  ������������ 
������������? 

; � , � � � � .  =������ ������� zd 2  � ����'������� �����: 

,)(24)2())( 222 dyxydxdyxydydxyddzdzd ���  

'���� – � ����� P:  .)(24 22 dydxdyzd P �  &����� ������������ 
	���� ��������� ������, ��� ����� �� ������ � �� ������������� 
�������������� 
���������� � ��' ����������� ����� �������. 
������� ,1,1 �
� dydx  ������� 02)1;1(2 �
�
Pzd  – 	���� �� 
�������� ������������ ������������. 

/������� ������� ��� ���#� ���,�� ��		��������� ��� 
	
����� ����� ���������� )()( 1xfxf �  (��
��� n = 1): 

 ,)()( )( rr
x

r vxfvfd �  (3.42) 

��� )()( xf r  – r-� ����'������ f � ����� x. 
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*���
�� (3.42) ��'������ '������� k-� ��������� <������ 
	
����� f � ����� a ����
#��� ����'��: 

 ;;
��



�
�

k

s

a
s

s
k

s

s

s
axfdafax

s
afafxT

11

)(

!
)()()(

!
)()()( . (3.43) 

&�� 	
����� f �� n ���������� (n > 1) ��������� �� k-� �����-
���� <������ � ����� ),...,( 1 naaa �

�  �� �������� � (3.43): 

),,...,(
!

1),...,(),...,( 11
1

11 nna
s

k

s
nn axaxfd

s
aafxxT 

� ;

�

�  

��� � ��������� '�����: 

).(
!

1)()(
1

axfd
s

afxT a
s

k

s

����
� 
� ;

�

 

:������ 3.7.  ���	
 ������� )...,,( 1 nxxf  ��	 �  
�-����	���	� 	���� a�  �������� ���	�� ���������� ��-
����� k + 1. ����� ��� ����� 	���� x�  �� �	�� ����	���	� ���-
�	�� 	���� ,10),( ��
� OO axac ����  	����, �	� 

 
)!1(

)()()(
1





�


k
axfdxTxf c

k ���� �
, (3.44) 

�� )(xT  – k-� �������� ������ ������� f � 	��� .a�  
& � � � ' � � � � � � � � � . ������� )).(()( axtaft ���


��  �������-
�
 ��� �#���� ]1;0[�t  ����� )( axta ���


  ���������� �  
�-����������� ����� ,a�  	
����� )(t�  ���������� � ����� )1( k  
����'������ �� ����'�� ]1;0[ . &�� 	
����� )(t�  ����������� 
	���
�� !�������� 

 
)!1(

)(...
!2

)0(
!1

)0()0()1(
)1(




((


(
�



k

k O����� , (3.45) 

��� 10 �� O  – ��������� �����. 
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B' ����������� )(t�  ����
��, ��� 

).()0(),()0(

.....................................
),()0(),()0(),()0(),()1(

1)1()(

2

axfdaxfd

axfdaxdfafxf

c
kk

a
kk

aa

����

������

��

��


�
�


�((
�(��

��

����
 

��������� ?�� ��������� � (3.45), ���
��� 
���������� �������. 

<�� ��, ��� � � ��
��� 	���
�� <������ ��� 	
����� ����� 
����������, ��������� ��������� � ������ ����� (3.44) ��'������� 
��	�	����� ����� � ���� %�������. 

<�� ��, ��� � � ��
��� 	
����� ����� ����������, 	���
�� 
<������ ��
��� ������������ ������������ �������� 

 )()( xTxf ��
E  (3.46) 

��� ����� x�  �' ����� ����������� ����� .a�  
X���� ��� ����������� ����� ��'������ ���
���� ������ ����-

�#���� �����,����� � (3.46). 


����� 3.18.  &�� 	
����� )( 2
2
1 yxyx eez 

 �  ����� ��  

������ ��������� <������ ),( yxT  � ����� )1;1(P  � ������� ����-
�#��
# �,���
 � ������������ ��������� ),( yxTz E  ��� 
���-
���, ��� .001,0,|1|,|1| ��
�
 ��� yx  

; � , � � � � .  B����: 

),(
2
1)(

2
1 2 dydxedydxedz yxyx 
� 

  

,)(
2
1)(

2
1 2222 dydxedydxezd yxyx 
� 

  

.)1(1),(, xxyxTdxdzP �
��  
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=������� 	���
�� <������ ��� �#��� ����� ),( yxM  �� ����'-
�� PM  �������� ����� 10)),1(1),1(1( ��

 OOO yxQ , ��� ��-
����� 

).1,1(
2
1),()( 2 

� yxzdyxTMz Q  

���#�� ����
��, ��� 

 ,),()(
2
1 2 xyxTee yxyx �E 

  (3.47) 

������ � '������� (����������) ����������� ����� P �����#���� 
�����,����� || 2

Qzd  ��������� (3.47) ����������� ����
#���  
����'��: 

.101,22)2(
2
1)2(

2
1

2
1|| 62222222 
���12

3
45
6 ) ��� ��� eeezd Q  

*���������, � ������ ������� �� ���
���� �����
 ��� ����-
������� ����� � 	���� @������� � ��������� ������� ��
���. ��-
�
��� ������ �����
 ����������� ����� � ����� ��
���. �������-
�
 ������� ����'������ f ������� 1k  ���������� � ����� ,a�  
�������� ����� ���������� M, ��� ��� �#��� ����� x�  �' ��������� 
�-�����������  a�  ������������ ����������� ����������� 

M
xx
xf

kii

k
�

JJ
J





11
...

)(1 �
 

��� ���� ������� ����'������ f ������� .1k  &�� ������ ����-
������� ����� ���������� ���
���� �����
 ��		��������� 

).)...((
...

)(...)(
1111

1 111 1

1

1

1


 




JJ

J
�
 ;;

�



�


kk

k k

iiii

n

i ii

kn

i
c

k axax
xx
cfaxfd
���

�  (3.48) 
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&�� ������� ���������� � (3.48) ����� 

.))...((
...

)( 1
1

1111
11





)


JJ

J




k
iiii

ii

k
axMaxax

xx
cf

kk
k

���
 

��������
 ����� ��������� � (3.48) ����� ,1kn  

.)( 111  
)
 kk
c

k axMnaxfd ����
�  

G ����� ���
���� �����
 ����������� �����: 

,
)!1(

)(
)!1(

1 1
1

1 


 



)



k
k

c
k ax

k
Mnaxfd

k
����

�  

��� 

,)()(
)!1(

1 1 k
c

k axxaxfd
k

����
� 
)



 /  

��� .
)!1(

)(
1

ax
k

Mnx
k ��





�


/  ��������
 0)( �x/  ��� ,ax ��
�  ������-

��� ����������� '����������� ������ � ���� 

.)()(
)!1(

1 1 k
c

k axaxfd
k

����
� 
�



 P  

= 
����� ������ '����� �' 	���
�� <������ (3.44) ���
��� 

).( ||)()( kaxxTxf ����

� P  

A�� ��������� ��'������� 	���
��� <������ � ���������� ������ 
� ���� ����. &����� ������� 	���
�� <������ ���������� � 
��' ������������� � ������� ������� ����'������ ������� 1k  
– ���������� ��,� �����������, ����� 	
����� )(xf �  ���� k ��' 
��		�������
���� � ����� .a�  &���'��������� ?���� 
���������� 
�� �� ��������. 
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§ 3.12. �������"� C��#����� ������� ���������! 
��������"! 

�
��� 	
����� )(xf �  ���������� � ���������� � ��������� ��-
��������� ����� .na �

� �  

����������.  ����� a�  ������	�� ����� �����	�"� 
���
���� (�
	
����) ������� ( ),f x�  ��� ��'�	��	 	����  
�-����	���	
 ( ) { : | | }nU a x x a� �� � 
 �

� � � ��  	���� ,a�  � ��	���� ��� 
����� 	���� )(aUx ��

��  �������	�� ������	�� 

)).()(()()( afxfafxf ����
�)  

<���� ���������� ������
�� � ���������� �����
�� ��'���-
#��� 	������ �����
���� ���	�����, ��� ������ 	������ ���-
	�����. 

1. ���,!���"� ������& �����$� ���&�� 

:������ 3.8.  ,�� 	��� �	��� ������������� ������� 
)(xf �  ���� �����
��� ���	���� � 	��� ,a�  ���!�����, �	��� 

��  ���	�� ���������� ������ ������� � �	�� 	��� ���� 
����� 0. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  &�� ������� ni ,...,2,1�  ���������� 
	
����# ����� ���������� 

).,...,,,,...,()( 111 nii aaxaafx 
��  

/���
��� ������, ��� ?�� 	
����� ����� ��������� ?������
� � 
����� ,ia  � �� ����'������ 

).,...,,,,...,()( 111 niix aaxaafx
i 
(�(�  

�� ������� 2.13 ����'������ 	
����� )(x�  � ����� ia  ����� 0. 
���#�� 

.0)(),...,,,,...,()( 111 �(�(�( 
 afaaaaafa
ii xniiixi
��  

<������ ����'���. 
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B���, “����'����������” �� ?������
� ����#��� �� ����� a� , � 
������� 	
����� ��		�������
���, � �� ������� ����'������ 
������� ������� ������#��� � �
��: .0)(grad �af �  J�� � � ��
��� 
	
����� ����� ����������, ����� ����� ��'���#��� �	�������-
����. ������ ������������ ����� (� ������� �� ����� ?������
-
��) ���������� ������ ���������. <��, ��� 	
����� ��
� �������-
��� f(x, y) �� ����� �����, ��,�� ������
 
�������� 

 
�
�
�

�(
�(

.0),(
,0),(

yxf
yxf

y

x  (3.49) 


����� 3.19.  /���� ������������ ����� 	
����� 

.23 243 yyxxz 

�  

; � , � � � � .  =������ (3.49) ����� ��� 

��

�
�
�

�
�(
�
�(

.044
,033

3

2

yyz
xz

y

x  

B' ������� 
�������� ������� x = �1, �' ������� ���
���� 
y = 0, �1. =������������, ������� ,���� ������������ �����: 
(1; 0), (1; 1), (1; –1), )0;1( , )1;1(
  � )1;1( 

 . 

D������ ������� �������, ��� �
��� ����'��� ����, ����#��� 
������������ 
�������� ?������
�� � ��
��� ���
���� � ����
-
��� 	
�����. ������ � ����� ��
��� ?�� �� ���. /�������, ��� 
	
����� 22),( yxyxf 
�  ������� ����'������ ������� ������� 
����� �
�# � ����� (0; 0), ������ ?�� ����� �� �������� ������ ��-
�������� ?������
��. &������������, � �#��� ����������� ����� 
(0; 0) �
�����
#� ����� )0,(x  � ),,0( y  � ������� 

).,0()0,0()0,( yffxf ��  

��?���
 (0; 0) �� �������� �� ������ ���������� ������
��, �� 
������ ���������� �����
��. 

&�� ���������� ����� ������� �����'� �������������� ����� 
���������� ?������
�� ������'
#��� ��������, ���'����� �� ���-
���� �������� ����'������� (
������ ������� �������). 
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2. ���,!���"� ������& �#���$� ���&�� 

:������ 3.9.  ���	
 ������� )(xf �  ��	 � ����	���	� 
	���� ����� �����
���� ���	���� a�  �������� ���	�� ���-
������� �	����� �������. �����: 

1) ��� a�  – 	���� �����
���� ��������, 	� afd �2  – ��	����-
	�
�� ��������� ������	����� �����; 

2) ��� � a�  – 	���� �����
���� ���������, 	� afd �2  – ���-
����	�
�� ��������� ������	����� �����. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  1) �
��� O – ����� ����������� ,a�  ��� 
��� Ox �

�  ����� ).()( afxf ��
�  ����������� ���������: �
�����
-

�� ������ v� , ����� ��� .0)(2 �vfd a
�

�  B' ������������� ������ ����-

��� ����'������ ����
��, ��� �������� )(2 vfd x
�

�  ���������� '���-
��� �� ,x�  ��?���
 � ��������� �-����������� OU �  ����� a�  ��-
��������� ����������� 

.,0)(2 Uxvfd x ��
��

�  

G������ 0�t  ���, ����� ����� ,Uvtab ��
���

 � '���,�� 	���
�
 
<������ � 
����� ����, ��� a�  – ����� ���������� �����
�� � 

:0�adf �  

).(
2
1)()( 2 abfdafbf c

����
� 
�  

��������
 vtab ���
�
  � Uc �

�  ( c�  – ����� ����'�� ba
�� ), ����� 

),()(
2

)()( 2
2

afvfdtafbf c
����

� ��  

��� ������������ �
����������# ���������� �����
�� � ����� .a�  
���
������ ������������ ����'�����, ��� ��� �#���� nv �

� �  ��-
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��������� ����������� ,0)(2 �vfd a
�

�  �.�. ������������ 	���� afd �2  
�������������� ����������. 

�
��� 2) �������� � 1) '������ f �� –f. <������ ����'���. 
�
��� )(af �((  – ������� ������� ����'������ ������� ������� 

	
����� )(xf �  � ����� a� . ��������
 )(af �((  – ������� ���������-

��� 	���� ,2
afd �  ��� ������ �� ����������# '�������� ���� �����-

�� ��		��������� ����'������� ������ � ?��� ��������. G������-
��� �������������� ������� )(af �((  ��� �� ����������� '������� 

n/// ,...,, 21  – �������������� �����1; ���� ��� �'������, �� ��� 

������������ 	���� afd �2  ��������� ����
#��� ����'��: 

1) ��� ai fd �20 !�/  – ������������ ����������; 

2) ��� ai fd �20 !�/  – �������������� ����������; 

3) ��� ai fd �20 !�/  – ������������ ����������; 

4) ��� ai fd �20 !)/  – �������������� ����������; 

5) �
�����
#� 0�i/  � aj fd �20 !�/  '����������������, 

�.�. ��� ��������� , nv w�
� � �  ����� 2 2( ) 0, ( ) 0.a ad f v d f w� �� �

� �  

+�������� 1 . G ��
��� ������������� ������� ),(af ((  � ��-
��� ��
��� ����������� ���������� �����, ,0�i/  ���������� ���� 

��������������� �������������� afd �2  ?����������� �� ������-

������� ��������������, � ��������������� �������������� afd �2  
?����������� �� ������������� ��������������. 

+�������� 2 . "�' ���������� ����������� '������� ����-
�������
# �������������� ������������ 	���� ����� �������� 
�� �������# =���������: 

������	����� ����� ������	�
�� ������� � 	�� � 	��
-
�� � 	�� �����, ��� �� ������ ������  ��	���� ���
) 0. 

                                                        
1 =������������� ������� ������� n ����� n ����������� '������� � 


����� �� ���������. &�� �������������� ������� ��������� ������������ 
'������� – ?�� ������������ � ��������� ����� ������������������� 
���-
����� � ��'�������� ��������������� ����������� ��������. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 212

D��������� �������������
# �������������� ����� � ����-
��# ����
#���� ��������: 

������	����� ����� ��	����	�
�� ������� � 	�� � 
	��
�� � 	�� �����, ��� �� ������  ��	����, ����	����� 
�	����	�
�� ������� ���������, ��	����	�
��. 

3. ���#�#���"� ������& ��-��#������&  
��������$� C��#������ 

:������ 3.10.  ���	
 ������� n ������! )(xf �  ��	 � 
����	���	� ���� �	���������� 	���� a�  �������� ���	�� 
���������� �	����� �������. �����: 

1) ��� ������	����� ����� afd �2  ������	�
�� �������, 
	� a�  – 	���� �����
���� �������� f; 

2) ��� ������	����� ����� afd �2  �	����	�
�� �������, 
	� a�  – 	���� �����
���� ��������� f. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  1) ;��������� '�������� �� ����� x�  
�������: 

.,...,2,1,
)(...)(

.........

)(...)(

)(
2

1

2

1

2

11

2

nk

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xA

kkk

k

k �

""
"
"
"
"

#

$

%%
%
%
%
%

&

'

JJ
J

JJ
J

JJ
J

JJ
J

� ��

��

�  

=������� �������# =��������� ������������� �������������� 

afd �2  �'������, ��� nkaAk ...,,2,1,0)(det ��
� . B' ����������� '���-

������� )(det xAk
�  �� x�  ����
��, ��� �������� �-����������� U ���-

�� a� , � ������� �������#��� �����������: 

.,...,2,1,,0)(det nkUxxAk ���
��  

�������� �������� =��������� ��� ��', ���
����, ��� ������ 
��		�������� f � ����'������� ����� Uc �

�  – ������������ ����-
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�������� ������������ 	����. = 
����� ����, ��� a�  – ���������-
��� �����, 	���
�� <������ ����� ��� 

).(
2
1)()( 2 axfdafxf c

����
� 
�  

��������
 Uc �
�  ( c�  – ����� ����'�� xa�� ), ������������ 	���� cfd �2  

������������ ����������. =������������, ),()( afxf ��
�  �.�. a�  – 

����� ���������� �����
�� f. 
�
��� 2) �������� � 1) '������ f �� –f. <������ ����'���. 
G �������� ���#������� ����'����� ������ ����������  

��������� 
������ ���������� ?������
�� 	
����� ��
� ����-
������. 

:������ 3.11.  ���	
 ������� ),( yxf  ��	 �������� 
���	�� ���������� �	����� ������� � ���	���� ����	���	� 
���� �	���������� 	���� P. ������� 

.))(()()()(det 2PfPfPfPf xyyyxx ((
((((�((�7  

�����: 
1) ��� 7 > 0, 	� � 	��� P ������� ��	 �����
��� ���	�-

���, ����� ��� 0)( �(( Pfxx  – �����
��� ��������, ��� 0)( �(( Pfxx  – 
�����
��� �������; 

2) ��� 7 < 0, 	� � 	��� P �	 ���	�����. 
& � � � ' � � � � � � � � � .  1. �
��� .0)( �(( Pfxx  <���� �������� ���-

����# =��������� ������ ��		�������� Pfd 2  – ������������ ��-
���������� ������������ 	����. �� ������� 3.10 P – ����� ������-
���� �����
��. ����������� ������, ��� .0)( �(( Pfxx  ;��������� 
	
����# ).,(),( yxfyxg 
�  &�� ?��� 	
����� 0)( �(( Pgxx  � 

.0)(det)1()(det 2 �((
�(( PfPg  =������������, P – ����� ���������� 
�����
�� ��� ),( yxg  � ������������ ����� ���������� ������
-
�� ��� ).,( yxf  

2. �
��� 21,//  – ��� ����������� '������� ������� ),(Pf ((  
��� ?��� 21 // �  � ��
��� �������� ������������ '�������. B' ��-
������ ������� �'������, ��� ������������ �������������� ���-
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���� ����� ����'������# ���� �� ����������� '������� � 
����� 
���������. ���#�� 021 �7�//  �, �������������, ����������� 
'������� ���#� ��'��� '����. <���� ����'��, ������ ��		����-
���� Pfd 2  �������� '������������������. �� ������� 3.9 � ����� 
P ��� ���������� ?������
��. 


����� 3.20.  B���������� �� ��������� ?������
� 	
��-
��#  

.)arctg1(3 23 yxxxz 

�  

; � , � � � � .  /����� ������������ �����, ��,�� ������
 

�������� 

��

�
�
�

�
�(
�

�(


 .0)1)(arctg1(2
,0)arctg1(233

12

2

yyxz
yxxz

y

x  

B' ������� 
�������� ��������, ��� .0arctg1 � yx  =������-

������, ,033 2 �
�( xzx  ���
�� 1��x . <�� ��� ,22/|arctg| �� �y  
�� 0arctg1 � yx  � ��
��� 1�x . K��� �� ,1
�x  �� 

.00arctg1 ��� yyx  

B���, ������� ������ ���� ������������ ����� ).0;1(
P  /���-
��� ������� ����'������ ������� �������: 

2)(;2)(;8)( 
�((
�((
�(( PzPzPz xyyyxx . 

��������
 0)( �(( Pzxx  � ,012)2()2()8( 2 ��


�
�7  �� �����-
�� 3.11 ����� P �������� ������ ���������� ������
��. B�������� 
�������� ����
#���: �������� �� ��, ��� ����� P �������� ����	-
����� ������������ ������ ��#�
 ��		�������
���� 	
����� z, 
'������� 	
����� � ?��� ����� � ����	�� �������,��. &������-
������, 2)( �Pz  ������ �
�����
#� �����, � ������� '������� z 
����,�. /�������, .849)0;10( �z  
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4. D������������ �����%���& 

�
��� z – ���������� ����
����, ���
������ ��������� 	��-
���; x, y – '������ ���
���� ��
� �����; z = Q(x, y) – ��		������-
�
���� 	
�����, 
����������#��� ���'� x, y � z. �����������, 
��� �������� x, y, z '����� � ���
������� �������� � zyx ppp ,,  – 
����������
#��� ?��� �������� ���	����� ����. <���� ���
��� 
(������� �����) �
��� ),,(),( yxQpyxR z�  � 	
����� ������� 

 .),(),( ypxpyxRyx yx 

��  (3.50) 

�
��� z* – ����������� (� ����� '����� �������) ���
�� ���-
�
����; x*, y* – ����������
#��� '������ ���
����. K��� ����� 
0(x*, y*) �������� ��
������� ������ ������� ����������� 	
��-
��� ),,( yx�  �� 0 – ����� �� ���������� ������
��. =������� ��-
���������
 ���'���
 ���������� ?������
�� � ����� 0 ������-
#��� � �
�� ������� ����'������ ������� �������: 

�
�
�

�
(�(
�
(�(

,0)()(
,0)()(

yyy

xxx

pMRM
pMRM

�
�

 

��� 

 
�
�
�

�(
�(

.)(
,)(

yy

xx

pMR
pMR

 (3.51) 

�"�� : � 	��� �����
���� ��������� ������� ����
��� 
������� �	 ������� ������ �������	 � �� ����. 

A��� ����� ����������� � � ����� ��
���, ����� ���� zp  '���-
��� �� ��F��� ���
���: ).(Qpp zz �  &������������, ����� 

),,()),((),( yxQyxQpyxR z�  ������ ������� ����'������ yx �� (( ,  � 
������� (3.51) ���#� ������� ���. 

;��������� ������ 	���
-��������#, ������� ������� ���# 
����
���# �� ��
� ��'�������� ������. �
��� ii qp ,  – ���������-
����� ���� � ���������� ����
����, ��������� ���������� �� i-� 
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����� (i = 1, 2). /�'���������� ������ �'������, ��� ���� 1p  �� 
'������ �� ,2q  �.�. ).( 111 qpp �  :��������� ).( 222 qpp �  

�
��� )(qC  – ��		�������
���� 	
����� �'������. <���� 
	
����� ������� ����� ���  

 ).( 212211 qqCqpqp 
��  (3.52) 

G ����� ���������� ������
�� ������� ����� 

�
�
�

�(
�(
(�(
�(
�(
(�(

.0)1(
,0)1(

222

111

2222

1111

CEpCpqp
CEpCpqp

qpq

qpq

�
�

 

L���� 
11qpE  � 

22qpE  – ��?		������� ?����������� (��. § 3.8). B' 
������ ������� 
�������� ����
��, ��� ).1()1(

2211 21 � qpqp EpEp  
���#�� ���
���� ����,���� ���: 

 
22

11

1
1

1

2

qp

qp

E
E

p
p




� . (3.53) 

�
��� ije  – ?����������� ������ �� i-� ����� �� ���� �� j-� 
����� (i, j = 1, 2). <�� ��� ����� �� ������������# ��'�������, 
��, ������'
� �������� ?����������� 	
����� ����� ����������, 
���
��� 

.)( 11 

 �� iipqqp eEE
iiii

 

=������������, ����,���� ��� ����� ��� 

 1
22

1
11

1

2

1
1










�
e
e

p
p . (3.54) 
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����� 3.21.  /� ������� ��������� ���� �� ������ �' ��
� 
��'�������� ������ ��,�, ���� ?����������� ������ �� ������ 
����� (–2), � �� ������ (–1,5)? 

; � , � � � � .  B�����'
� 	���
�
 (3.54), ������� 

.5,1
3/21
5,01

)5,1(1
)2(1

1

1

1

2 �





�







� 





p
p  

=������������, �� ������ ����� ���� �� 50% ����,�. 

+��������.  G ��
��� '�������� ������ ��� ����,���� ��� 
����� ���
���� 	���
�
, ���������
# (3.54), ������'
� �������� 
5( ?����������� 	
����� ��
� ����������: 

1

212
11

2

121
22

1

2

q
eqe

q
eqe

p
p

7

7
� , 

��� .21122211 eeee 
�7  

§ 3.13. G�����"� C��#����� 

�
��� 	
����� )(xf �  �� n ���������� ���������� �� �������-
�� ,nD � �  @ – ��������� ������������ � D.  

����������.  ����� Xx �*�  ������	�� 	����� �����	�"� 
�����	�"� ���
���� (�
	
����)  ������� f, ��� ��� ��! ���-
	�	���� ������! � �� 	��� Xx �

�  �������	�� ������	�� 

 *)).()((*)()( xfxfxfxf ����
))  (3.55) 

����� ��������� �����
���� ��������� � 	���� ��������� �����
-
���� �������� �������	�� 	������ �����	�"� �����	�"� #�-
�������, ��� ����	� 	������ �����	�"� #��������. 

������� 
�������� ?������
�� �� �������� ������� � ���, ��� 
����������� (3.55) ������ ����������� �� ��� ���� ������ x�  �' 
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��������� ����������� ( *) { : | * | },nU x x x x� �� � 
 �
� � � ��  � ������ ��� 

��� ,x�  ������� ����������� ,*)( XxU Q
�

�  – � ?��� � ������� �����-
���	
 ?������
��. 

&�� ���������� �������� ����� ��
���, ����� ��������� @ 
'������� � ������# ��������� ������� 
�������� � ����������. 
����������� ���� ��
���� 
��������. B���, �
��� @ '����� ���-
����� 

 
��

�
�
�

�

�

,0)...,,(
.............

,0)...,,(

1

11

ns

n

xxg

xxg
 (3.56) 

��� sgg ,...,1  – ��������� 	
����� �� n ����������. 
D�������� (3.56) ��'���#��� ������ ���������� �����, ��� 

��� ��� ��������	 '������� ���������� x1, ..., xn. <���� ����'��, 
��'������ '����� � ���������� ?������
��� 	
����� ),...,( 1 nxxf  
��� 
������, ��� ���������� x1, ..., xn ���'��� 
���������� (3.56). 
K��� �� ���������� �� ���� ���'���, �� ?�� '�����, �� ������� 
���� � ��
��� ��		�������
���� 	
����� f, ��,����� �� �
��� 
������������ �� ������������ �����. ���'�������, ��� � ��� ��-
����� ���'�� '����� ����� �������� � �����
 ������������ �����. 
������ � ������ ��
��� ������ 
�������� ?������
�� �������� 
	
����� f ����������
#� ������������ ����� ��
��� 	
�����. 

:������ 3.12 (	���$��
��� �����
� �����	�"� #��������). 
���	
 ������� f � g1, ..., gs ������� � ���	 �������� ��-
�	�� ���������� � ����	���	� 	���� ,*x�  ����� ��	��� 

 *)(grad,...*),(grad 1 xgxg s
��  (3.57) 

������ ���������. ����� ��� *x� – 	���� ��������� ���	����� 
������� f ��� �������! (3.56), 	� �����	�� ����� ,,...,1 s@@  ��� ��-
	���! *x�  – �	���������� 	���� ������� 

).(...)()()( 11 xgxgxfxL ss
���� @@ �  

*
����� L ��'������� ������� %�������, � ����� s@@ ,...,1  – 
�����	���� %�������. 
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&���'����� ������
 � ����� ��
��� �� �
���, � ����������� 
������� ��
����, ����� ����� ���������� ����� 3, � ����� ���-
'�� – 2. "���� ����, ������, ��� �*x�  (0; 0; 0), � 
�������� ���'� 
���#� ��� 

�
�
�

�
�

.0
,0

2

1

x
x

 

=������������, ��������� @ ���� ��,���� ?��� ������� ���� 
��� &!3, � ����������� 	
����� f �� @ – 	
����� ����� �������-
��� f (0; 0; x3). <�� ��� (0; 0; 0) – ����� 
�������� ?������
�� 	
��-
��� ���� ���������� f (x1, x2, x3), �� 0 – ����� �������� ?������
�� 
	
����� ����� ���������� f (0; 0; x3). ��?���
 

3
( ) 0.xf xR( �
�  &�� 

	
����� @������� 

2211321321 ),,(),,( xxxxxfxxxL @@ �  

������� ����'������ ���#� ���: 

.,,
33

2
22

1
11 x

f
x
L

x
f

x
L

x
f

x
L

J
J

�
J
J


J
J

�
J
J


J
J

�
J
J @@  

J�� ���� ����'��� ��,�, � ����� *x�  ������� ����'������ 
,0/ 3 �JJ xf  ��?���
 � ������� ����'������ 3/ xL JJ  ����� ����� �
-

�# � ?��� �����. ������ ����'������ 	
����� @������� �� x1 � 
�� x2 ������#��� � �
�� � ����� ,*x�  ���� �������� 

 )0;0;0(),0;0;0(
2

2
1

1 x
f

x
f

J
J
�

J
J
� @@ . (3.58) 

=������������, *x�  – ������������ ����� 	
����� @�������, 
����� ��������� @������� �������#� '������� (3.58). G ������� 
��
��� ������� ����'���. &�� ���
,������ � �������������� ���-
��'� �������� ������ ���� ����, ��� ������ ����'���������, �� �
-
��, �������� �����, ��������
 	
����� g1, ..., gs ����� ������� '� 
����� ���������� � ����������� ����� .*x�  

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 220

+�������� 1 . K��� ������� ������ ���� 
�������� ���'� 

,0),...,( 1 �nxxg  

�� 
������ �������� ��'���������� ���������� (3.57) �������� � 

�����# 0*)(grad �xg � , ������� �'������, ��� �� ������� ���� ��-
�� ������� ����'������ ixg JJ /  ������� �� �
�� � ����� .*x�  

+�������� 2 . �
��� P* – �����, � ������� 	
����� f �����-
���� �������,�� (�������,��) '������� �� ��������� @. <���� 
P* – ����� 
�������� ���������� ?������
�� 	
����� f (P) ��� 
�-
����� P � X. =������������, P* – ������������ ����� 	
����� @�-
������ (��� ������������ '�������� ���������� @�������) ���� 
��� P* ���
,�#��� 
������ ������� 3.12. 


����� 3.22. /���� �������,�� '������� 	
����� zyxf �  
��� 
������ 

 3649 222 � zyx . (3.59) 

; � , � � � � .  �
��� 3X � �  – ��������� ���� ����� ( , , ),P x y z  
���������� ������� 
����������#� 
�������# (3.59). ��������
 
�' 
�������� (3.59) ������#� ����������� ,6||,3||,2|| ))) zyx   
@ – ������������ ���������. <�� ��� ����� ����� 
�������� (3.59) 
– ����������� 	
�����, �� @ – ��� � '����
��� ���������. B' ��-
����������� 	
����� zyxf �  ����
��, ��� ��� ��������� 
�������,��� '������� �� X � ��������� ����� P*. ���� ����� 
����
 P*, �������'
���� '���������� 1 � 2. L���,�� 
������ 
(3.59) � ���� 
�������� ,0),,( �zyxg  ��� 

.4936),,( 222 zyxzyxg 


�  

<���� ����'��, 	
����� @������� �
��� 

).4936(),,( 222 zyxzyxzyxL 


� @  
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����������� �
�# �� ������� ����'������, ���
��� ������
 

��������, '���#�
# ������������ �����: 

�
�

�
�

�

�

�

�


.021
,081
,0181

z
y
x

@
@
@

 

=������������, ���������� ������������ ����� ����
#��� 
����'�� ������#��� ����' ��������� @�������: 

@@@ 2
1,

8
1,

18
1

��� zyx . 

��������� ?�� ��������� � 
�������� ���'� (3.59), ������ 

'������� ��������� @������� 
72
7

��@ . ���#�� ���
��� ��� ���-

��������� �����: 

"
#
$

%
&
'

7
36;

7
9;

7
4

1P  � "
#
$

%
&
' 




7
36;

7
9;

7
4

2P . 

�������� ������ 
������ ������� 3.12 ��� ����'������� ���-
�� .),,( 0000 XzyxP �  G�-������, �������� ������� ����'������ 
������� ������� 	
����� f � g, ����
��� 
�������� � ���, ��� ��� 
��� ���������� � �#��� ����� 3

0 .P ��  G�-������, 

,0)2;8;18()(grad 0000 �


� zyxPg  

��� ��� ���� ����� ,0 XP �  �� ���� �� ���� �' �� ��������� ������� 
�� �
��. B���, ��� �#��� ����� ��������� @ �������#��� ��� 
�-
����� ������� 3.12, �������������, ������� 
�������� ?������
�� 
f ���
� ���� ������ ����� P1 � P2. ��������
 f (P1) = 7 >  
> f (P2) = – 7, �� P* = P1. <���� ����'��, �������,�� '������� f  
�� @ �
��� f (P*) = 7. 
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����� 3.23.  �
��� U – ����'����� ������ �������, ������-
���� �' x ������ ������� ������, y – ������� � z ������ �������� 
������. /���� ��������� �������� ��,����� ������ ������� � '�-
������ '�������� ����'����� U = 10000, ���� ���� ������� ������ 
– 4, ������� – 25, �������� – 20, � 	
����� ����'����� ����� ��� 

.2xyzU �  
; � , � � � � . �
��� zyxS 20254 �  – ��������� ������, 

3X � �  – ��������� ���� ����� ),,,( zyxP  ���������� ������� 

����������#� ������� ����������� 

�
�
�

���
�

.0,0,0
,100002

zyx
xyz  

/��������� ����� ����������� '������� S �� ��������� @. G 
������� �� ������
���� �������, ��������� @ ������������. ��-
?���
 ������ �� �
��� ����
����� �����. /����� ���
#-���
�� 
����
 " � '������� '�������� ����'����� U = 10000. /�������, 
����� �'��� ����
 "(10; 10; 10). =�������� ������ " �
��� 
S(A) = 490. L���� 
����� �' @ ��� ������, ��������� ������� '���-
���� ����,� ��������� ������ ��,����� ������, ������, ����,� 
500. ���
������ ��������� ���'����� @ (, ��
���� �������, @ ( '�-
������ �������� ����������� 

�
�

�
�

�

)
���

�

.50020254
,0,0,0

,100002

zyx
zyx

xyz
 

@���� ����� ����������� ������ ������� – ����������� 	
��-
���, ��?���
 @ ( – '����
��� ���������. J���� ����, ��� �#��� 
����� XzyxP (�),,(  �������#��� �����������  

.250,200,1250 )))))) zyx  

���#�� @ ( – '����
��� � ������������ ���������. G��������� ��-
����������� 	
����� S �������� ����� ,*),*,*(* XzyxP (�  � ����-
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��� S ��������� �������,�� '������� �� @ ( (� '�����, � �� @). ��-
������
 x*y*z*2 = 10000, ����� x* > 0, y* > 0, z* > 0. J���� ����,  

.500490)(*)( ��) ASPS  

=������������, � ��� �#��� ���������� ���'��� � P* ����� 
),,( zyxP  ����� �
�
� ����������� ����������� 

x > 0, y > 0, z > 0  �  .50020254 � zyx  

<���� ����'��, ���� ���������� ���'��� � P* ����� ),,( zyxP  

������������ 
�����# ,10000)( �PU  �� ��� ����������� @ (. ��-
?���
 P* – ����� 
�������� ���������� �����
�� 	
����� S ��� 

������ U = 10000.  

/����� ����
 P*, ������'
� ������
 3.12. *
����� @������� 
����� ��� 

).10000(20254 2xyzzyxL 
� @  

����������� �
�# ������� ����'������, ���
���� ������
 
���-
����� ��� �� ������������ ����� 

�
�

�
�

�

�

�

�


.0220
,025
,04

2

2

xyz
xz
yz

@
@
@

 

= 
����� 
�������� ���'� �' ?��� ������� �������: 

.1000,400,2500 @@@ ��� zyx  

��������� ������ ��������� � 
�������� ,100002 �xyz  ������ 
.01,0�@  ���#�� P* = (25; 4; 10). ��?���
 ��������� ������ ��,�-

���� ������ S(P*) �
��� 4�25 + 25�4 + 20�10 = 400. 
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§ 3.14. �"����"� ������� ���������! ��������"! 

/�������, ��� ������ � n�  ��'������� ��������� ����� )(tx�  
����
#���� ����: 
 ( ) , ,x t a tv t�  �

� � � �  (3.60) 

��� , na v �
� � �  	����������, ������ v �

� 0. G ������������ '����� 
��������� (3.60) ������������ � ������
 ��������: 

x1(t) = a1 + tv1 , ... , xn(t) = an + tvn. 

&	����� ��'������� ������������ ������, ��������� �' ��-
��� )(tx� , ��� ������� t � [0; 1]. <���� )1(),0( xx ��  ��'���#��� ���-

���� ������� ����'��. B'������, ��� ������ ����'�� ba
��  ��������� 

� ���������� ����� ���� ,)1( ba
�� // 
  ��� / � [0; 1]. !�������� 

nX � �  ��'������� ��������, ���� ��� ������ � �#���� ������ 
������� a�  � b

�
 �������� � ���� ����'�� .ba

��  
�
��� 	
����� )(xf �  ���������� �� ���
���� ��������� 

.nX � �  �� �������� � 	
������� ����� ���������� 	
����� n 
���������� )(xf �  ��'������� �������� �� X, ���� ��� �#��� 

Xba �
��,  � �#���� / � [0; 1] ����������� ����������� 

 ).()1()())1(( bfafbaf
���� //// 
)
  (3.61) 

*
����� )(xf �  ��'������� �	���� �������� �� X, ���� ��� �#-

��� ��'������ Xba �
��, � �#���� / � (0; 1) ����������� (3.61) ��-

��������� ��� ������� �����������. *
����� )(xf �  ��'������� ��-
���	�� (�	���� �����	��) �� ���
���� ��������� @, ���� 	
��-
��� )(xf �
  �������� ���
���� (������ ���
����) �� @. &�� ���� 
����� 	
����� ���� ����
��� �� ���
���� ��������� @, ������-
���� � ����������, ����� ��� �#��� Xba �

��,  � �#���� / � [0; 1] 
����������� ����������� 

 ).()1()())1(( bfafbaf
���� //// 
�
  (3.62) 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 225

B' ������ ����������� ?���������� ����
��, ��� ��� ���
�-
��� (������ ���
����) 	
����� )(xf �  �� ���
���� ��������� @ 
	
����� )(xf �/  ����� �������� ���
���� (������ ���
����), ���� 
/ > 0. K��� �� / < 0, �� 	
����� )(xf �/  �
��� ����
��� (������ ��-
��
���) �� @. 

;��������� ������
# 	
����# n ���������� ���� 

....)( 011 cxcxcxl nn �
�  

�
��� , na b �
�� �  � , , 1./ < / <�  ��  <���� 

 0111 ][...][)( cbacbacbal nnn � </</</
�� = 

 = � )...()...( 011011 cbcbccacac kkkk </  

 ).()( blal
�� </ �  (3.63) 

B' ��������� (3.63) ������#� ������������ ��� ����������� 
(3.61) � (3.62) ��� 	
����� ).()( xlxf ��

�  ���#�� – �����: ������� 
������� n ������! ����	�� ���������� �������� � �����-
	�� ������� � .n�  

;��������� ������ ��� ��������� ���
������ (������� ���
�-
�����) ������� 	
����� � 	
�����, ����#����� �
����� ����-
��� 	
�����. 

B' ������� ����������� 	
����� ����
��, ��� ��������� '��-
����� f(@) ����������� 	
����� )(xf �  �� ���
���� ��������� @ 
�������� ������
���� (��'�����, �����������). &�� �������� 
	
����� )(xl �  ��������� �� '������� l(@) �� @ ����� �������� 
������
����. A�� 
���������� ����� ���
���� ���� �' �����-
�������� ),(xl �  ���� ��������������� �' ��������� (3.63).  

:������ 3.13 . ���	
 nX � �  – ������� �����	��; )(xli
�  – 

������� ������� �	 , ( )n
ix f t�

� �  – ������� �� ������	� li(@), i 
= 1, 2, ..., k. &������ ������� 

.)),((...))(()( 11 Xxxlfxlfxg kk ��
����  
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�����: 
1) ��� ������ ������� )(tfi  (i = 1, 2, ..., k) ������� (�����	�) 

�� li(@), 	� )(xg �  ������� (�����	�) �� @; 
2) ��� ������ ������� fi(t) (i = 1, 2, ..., k) �	���� ������� 

(�	���� �����	�) �� li(@) � ����� 	���� a� � @ ���������� ����-
��	�� ������� ���� )(...,),(1 alal k

�� , 	� )(xg �  �	���� ������� 
(�	���� �����	�) �� @. 

& � � � ' � � � � � � � � � . 1) �
��� Xba �
��,  � 1],1;0[, �� </</ . 

&�� 
�������� '������ �
��� ������� k = 2. �
��� f1(t), f2(t) – ��-
�
���� 	
�����. <����, ������'
� 	���
�
 (3.63), ���
��� 

),()())(())(())(())((

))()(())()((

))(())(()(

22221111

222111

2211

bgagblfalfblfalf

blalfblalf

balfbalfbag

������

����

������

</</</

</</

</</</

�)

)�

��

 

�.�. )(xg �  – ���
���� 	
����� �� @. K��� f1(t), f2(t) – ����
��� 
	
�����, �� ����'��������� ����������. 

2) J�� � ��,�, ������� k = 2. �
��� f1(t) ������ ���
��� �� 
l1(@), � f2(t) ������ ���
��� �� l2(@). <���� ��� ��'������ ����� 

Xba �
��,  � / � (0;1) ����� �����������: 

 )),(())(())(( 111111 blfalfbalf
����

</</ )  (3.64) 

 )).(())(())(( 222222 blfalfbalf
����

</</ )  (3.65) 

��� ?��� ����������� (3.64) (�������������� (3.65)) �������� 
�������, ���� )()( 11 blal

��
�  (��������������, ���� )()( 22 blal

��
� ). <�� 

��� Xa �
�  ����'����� ������������ ������� )(),( 21 alal �� , � ab ��

�  � 

Xb �
�

, �� ���� )()( 11 blal
��

� , ���� )()( 22 blal
��

� . =�������� �������-
���� (3.64) � (3.65) (�� ������� ����, ���� �' ��� �������� ����-
���), ���
��� 

),()()( bgagbag
���� </</ �  
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�.�. )(xg �  – ������ ���
���� 	
����� �� @. G ��
��� ������ ����
��� 
	
����� fi(t) ������� ����
����� )(xg �  ����'������� ����������. 

+�������� . K��� 	
����� fi(t) ���
��� (������ ���
���, ��-
��
�� ��� ������ ����
��) �� ���� �������� ������ ,�  �� 
������ 
���
������ (������� ���
������, ����
����� ��� ������� ����
��-
���) 	
����� fi(t) �� ������
��� li(@) ��� �#���� ���
����� ���-
������ nX � �  �
��� ��������� �������������. 


����� 3.24. �) �
��� f1(t), ..., fn(t) – ������ ���
���� (������ 
����
���) 	
����� �� �������� ������. &���'���, ��� 	
����� n 
���������� z = f1(x1) + ... + fn(xn) �������� ������ ���
���� (������ 
����
���) � .n�  

�) &���'��� �����
# ���
������ 	
����� 2
2

2
1 xxz �  � 2.�  

�) &���'��� �����
# ����
����� 	
����� 21
1

xx eexz 

�  � 2.�  
; � , � � � � .  �) �
��� .,...,1,)( nixxl ii ��

�  ���� ),(,...),(1 alal n
��  

��������, ��������# ��������#� ,na �
� �  ��?���
 z �������� ����-

�� ���
���� (������ ����
���) 	
������ �� ������� 3.13. 
�) ������ ��
��� �). &������������, f(t) = t2 – ������ ���
�-

��� 	
�����, ��� ��� (t2)(( = 2>0, � z ����� ����������� � ���� z = 
f1(x1) + f2(x2), ��� f1(t) = f2(t) = t2. 

�) ������� f1(t) = t – et, f2(t) = – et. ��������
 0)(1 �
�(( tetf  � 

,0)(2 �
�(( tetf   f1(t) � f2(t) – ������ ����
��� 	
����� � .�  *
��-
��� z = f1(x1) + f2(x2) �������� ������ ����
��� � 2�  ��� ������� 
��
��� 	
����� z �' ������� 3.24 �). 


����� 3.25.  �
��� @ – ��������� � 3,�  '������� 
�������-
�� .1321 � xxx  &���'��� �����
# ���
������ 	
����� 

2
2

2
1 xxz �  �� ��������� @. 

; � , � � � � .  B���� ))(())(( 21 xlfxlfz ��
� , ��� 2)( ttf �  – ����-

�� ���
���� 	
����� � ,�  � 2211 )(,)( xxlxxl ��
��

 – ������������ 
	
�����. ���� )(),( 21 alal ��  ����'����� ��������#� ,Xa �

�  ��?��-
�
 z �������� ������ ���
���� 	
������ �� ������� 3.13. 

K��� ������� 3.13 ����������� � 	
������ ),(xfi
�  ������� ��-

����#� ������������� ���������� ���
������ �� ������
����, 
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�������� �� ���� �������� ������, �� ���������� ���������� 
��������� '������� li(@). &�� ����'������� �������� 	
����� n 
���������� ���� 

011 ...)( cxcxcxl nn �
�  

���������� ��'������ ���� ������
���� l(@) � ����
#���  
��
����: 

1) @ = n�  – ��� ������������; 
2) nX � �  – ��������� ��������������� ��������; 
3) @ – ���
���� ������������. 
G ������ ��
��� ��� ������: ���� ���� �� ���� �' ��?		�����-

��� ,0�ic  �� l(X) = .�   
G� ������ ��
��� ��������� '������� '������ �� '����� ����� 

....,,1 ncc  <��, ���� ��� 0�ic  � ���� �� ���� �' ?��� ����� ������ 
����,� �
��, �� ).,[)( 0 �� cXl  K��� ��� 0)ic  � ���� �� ���� 

0�ic , �� ],()( 0cXl 
�� . 
G ������� ��
��� �
�����
#�: ����� a� , � ������� )(xl �  �����-

���� �������,�� '������� �� @, � ����� ,b
�

 � ������� )(xl �  �����-

���� �������,�� '������� �� @. <���� l(X) – ����'�� )].(),([ blal
��  


����� 3.26.  ��������� �����
# ����
����� 	
�����:  
�) 21 xxz �  �� ��������� 2 ;X � �  
�) 21 sinsin xxz �  �� ��������� }.0,0,{ 2121 ��)� xxxxX �  
; � , � � � � .  �) &�� �������� 	
����� x1 � x2 ��������� �� 

'������� �� @ ������: ),0[)(1 ��Xx  � ).,0[)(2 ��Xx  &����, 

� � 0
4
1 2/3 �
�

H 
tt  ��� t > 0, ��?���
 	
����� t  ������ ����
�� 

�� ������
��� [0, +�). �� ������� 3.13 	
����� 21 xxz �  
������ ����
�� �� @. 

�) /������,�� '������� x1 �� @ ����� 0, � �������,�� '����-
���, ����������� � ����� (�; 0), ����� �. :��������� �������,�� 
'������� x2 �� @ ����� 0, � �������,�� '�������, ����������� � 
����� (0; �), ����� ����� �. &����, 0sin)(sin �
�(( tt  ��� ),;0( ��t  
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��?���
 	
����� sin t ������ ����
�� �� ����'�� [0; �]. �� ������� 
3.13 	
����� 21 sinsin xxz �  ������ ����
�� �� @.  

:������ 3.14.  ���	
 nX � �  – ������� �����	��, )(xf �  
– �������� (�����	��) ������� �� @, � (t) – ������	��'�� �����-
��� (�����	��) ������� �� �����	� ������� f (@). ����� ����-
��� ))(()( xfxg ��

��  – �	���� ������� (�����	�) �� @. *��� � 
)(xf �  �	���� ������� (�	���� �����	�) �� @, 	� � )(xg �  	��� 

�	���� ������� (�	���� �����	�) �� @. 
& � � � ' � � � � � � � � � .  ;��������� ��
��� ������ ���
���� 

	
����� )(xf �  � ���
���� 	
����� � (t). &�� 1),1;0(, �� </</  

� �#��� ��'������ Xba �
��,  ����� 

)�� ))()(())(()( bfafbafbag
������

</�</�</  

),()())(())(( bggbff
����

<//<�//� �)  

�.�. )(xg �  – ������ ���
���� 	
����� �� @. G ��������� ��
���� 
����'��������� ����������. 


����� 3.27.  ��������� �����
# ���
������ � 2�  ����
#-
��� 	
�����: .)( 32

2
2
1 xxz �  

; � , � � � � .  G 2�  	
����� 2
2

2
121 ),( xxxxf �  �������� ������ 

���
���� (������ 3.24, �). !�������� �� '������� � 2�  – ?�� 
��������� ���� ��������������� �����, �.�. f ( 2� ) = [0, +�). &����, 
��� 	
����� � (t) = t3 ����� 03)( 2 ��( tt�  � 06)( ��(( tt�  ��� t > 0, 
��?���
 � (t) – ��'�����#��� ������ ���
���� 	
����� �� �����-
�
��� [0, +�). �� ������� 3.14 )),(( 21 xxfz ��  – ������ ���
���� 
	
����� � 2.�  

�
��� ba
��

�  – ��� ��'������ ����� � .n�  ����
#, �������#-
�
# ?�� �����, ����� ����������� � ���� )}.()({ abtatxl ����


��  
�
��� )(xf �  – 	
����� n ����������. &��������� 	
����� 

)(xf �  �� ����
# l ��'������� 	
����� )).(()( txft �
��  �������# 

����������� � (t) �������� ��������� ���� t, ��� ������� ����� 
)(tx�  ����������� ������� ����������� 	
����� ).(xf �  
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:������ 3.15.  ,�� 	��� �	��� ������� )(xf �  ���� �������� 
(�	���� ��������, �����	��, �	���� �����	��) �� �������� ���-
��	� ,nX � �  ���!����� � ���	�	����, �	��� ��� ����! ���-

�����! Xba �
��,  ������� ))(()( abtaft ���


�� ���� �������� (�	��-
�� ��������, �����	��, �	���� �����	��) �� �	��� [0; 1]. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  5��!������	
. �
��� .abv ���

�  <���� 

vtatx ���
�)(  � ��� �#��� ����� 21, tt  � 1� </  �������#��� ��-

�������: 

�� vttattx ��� )()( 2121 </</  

).()( 2121 txtxvtavta ������
</<<// ��  

������� ),(),( 2211 txxtxx ����
��  ����� 

).())(()( 212121 xxfttxftt ���
</</</� ��  

�
��� )(xf �  – ���
���� 	
����� �� @. <���� ��� �#��� 21, tt  � 
]1;0[,1 �� /</  ����������� ����������� 

).()()()()()( 21212121 ttxfxfxxftt <�/�</</</� �)�
����  

=������������, )(t�  – ���
���� 	
����� �� ����'�� [0; 1]. :����-
����� �����������#��� ��
���, ����� )(xf �  – ������ ���
����, ��-
��
��� ��� ������ ����
��� 	
�����. 

,��	�	�����	
. �
��� 	
����� ))(()( abtaft ���

��  �������� 

���
���� ��� �#��� .,, baXba
����

��  <���� ��� ������ ],1;0[�/  
1� </  ����� 

����� ))10(())1()0(()( </</</ xfxxfbaf �����  

),()()1()0()10( bfaf
�� </�<�/</� ���)���  

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 231

�.�. )(xf �  – ���
���� 	
����� �� @. =�
���, ����� )(t�  – ������ 
���
����, ����
��� ��� ������ ����
��� 	
�����, �����������#��� 
����������. 

:������ 3.16.  ���	
 nX � �  – �����	�� ��	����	�
-
��! ��	����; n// ...,,1  – ��	����	�
�� �����, ����� ��	���! 

.1)/  ����� ������� n
nxxxxf /// ...)( 21

21�
�  �����	� �� @. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  �
��� Xqp �
��,  � .qp ��

�  ������� 
pqv ���


�  � ���������� 	
����# )),(()( txfty �
�� �  ��� 

.)( vtptx ���
�  K��� ���� �� ���� �' �������� 	
����� 

)...,,1()( nitvptx iii ��  ���������� ������������ � �
�� (�.�. 
0�� ii vp ), �� � 	
����� )(t�  ����� ������������ ����� �
�#. 

&���� �������, ��� ��� )(txi  ����#��� ���
������ 	
�������. 

������� 
i

i
i v

pt 
� , ���� ).,...,1(0 nivi ��  <���� ����� � ������ 

�� ����� it  �� �������� ������ 	
����� )(txi  ��������� '������� 
��'��� '�����. <�� ��� px ��

�)0( �0 � qx ��
�)1( � 0, �� �� ���� �' ��-

��� it  �� ����� ���� ��
������� ������ ����'�� [0; 1], �.�. 
).1;0(	it  =������������, ��� 0)( �txi  �� ��������� (0; 1). ��?���
  

ntxtxtxt n
///� )(...)()()( 21

21� > 0  

�� ��������� (0; 1). <�� ��� ,0)( �� ty �  ��, ������'
� ������	��-
����
# ����'����
#, '���,�� y( � ���� .)(ln (�( yyy  &�		������-
�
� ��������� ��������� �� t, ���
��� 

).][ln])([(ln 2 (((�(( yyyy  

/������ ������� ������	�������� ����'������: 

....

])ln((...)ln([(])[(ln
2

11
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2
111
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%
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��� 1....1 �� n/// . B' ����������� I������ ��� ���
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��� 	
����� 2)( ss ��  (§ 2.18) ���
���� 
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2
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�  ����� .0)][ln])([(ln 2 )((( yyy  ��?���
 

.0)((y  B���, �� ����'���, ���: ���� 	
����� )(ty ��  ����������-
�� ����� �
�#, ���� 0)( )(( t�  �� ��������� (0; 1). G ����� ��
���� 

)(t�  – ����
��� 	
����� �� ����'�� [0; 1]. �� ������� 3.15 	
��-
��� )(xf �  ����
�� �� .nX � �  

K��� �� / < 1, �� 	
����# )(xf �  ����� ����������� ��� ����-

�
# 	
����# ,)]([)( /xgxf ��
�  ��� 

.1...,,...,,...)( 1
1

11
1 ���� n

n
nn

nxxxg <<
/
/<

/
/<<<�  

J�� ���� ����'���, )(xg �  ����
�� �� .n
�  J���� ����, /� tt �)(  

– ��'�����#��� ����
��� 	
����� �� ������
��� [0; +�), �������-
�
 0)( 1 ��( 
//� tt  � 0)1()( 2 �
�(( 
///� tt  ��� t > 0. �� ������� 
3.15 	
����� ))(()( xgxf ��

��  �������� ����
��� �� .nX � �  
= ������# ������� 3.16 ����'������� ����
����� ����'�����-

������ 	
����� J����–&
�����. /�������, 	
����� Y = K1/4L3/4 
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�������� ����
���, ��������
 �
��� �������� ���������� ����� 

.1
4
3

4
1

�  

:������ 3.17.  $���� ������ ����� �������! (�����	�!) �� 
�������� �����	� nX � � n ������� 	��� ����	�� �������� 
(�����	��) ������� �� @. *��� ��� �	��, !�	� �� ���� �� �����-
����! ������� ����	�� �	���� �������� (�	���� �����	��) �� 
@, 	� � ��� ����� ���	 �	���� �������� (�	���� �����	��) �� @. 

&���'��������� ������� 3.17, �� �
�����
, ��������� ����'�-
�������� ������� 2.19, ��?���
 �� ��� �� ��������. 

§ 3.15. (����#���"� ����" � �"����"� ������� 

:������ 3.18.  ���	
 ������� )(xf �  ��	 �������� ��-
�	�� ���������� �	����� ������� �� �	���	�� �������� 
�����	� .nX � �  �����: 

1) ��� 	��� �	��� ������� f ���� �	���� ������� �� X, ���-
	�	����, �	��� ������	����� ����� afd �2  ���� ������	�
�� 
������� � ������ 	��� ;Xa �

�  
2) ��� 	��� �	��� f ���� ������� �� X, ���!����� � ���	�-

	����, �	��� ������	����� ����� afd �2  ���� ��	����	�
�� 
������� � ������ 	��� .Xa �

�  

& � � � ' � � � � � � � � � . 1) �
��� .,, baXba
����

��  &�� ������� 

t ��  ������� ).()( abtatc ����

�  B' ���
������ X ����
��, ��� 

Xtc �)(�  ��� ]1;0[�t . ��������� 	
����# )).(()( tcft �
��  ��-

������
 

,0)()( )(
2 �
�(( abfdt tc

��
��  

	
����� )(t�  ������ ���
��� �� ]0;1[  ���������� ������� 2.21. �� 
������� 3.15 	
����� )(xf �  ������ ���
��� �� X. 

2) ,��	�	�����	
. =���
�� �' ������ 2.21 � 3.15 ���������� 1). 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 234

5��!������	
. ����������� ���������: ����
��� Xa �
�  � 

nv �
� �  �����, ��� 0)(2 �vfd a

�
� . ������� .)( vtatc ���

�  B' ��������-
����� ������ ������� ����'������ f ����
��, ��� �
�����
�� 

,0��  ����� ��� 0)()(
2 �vfd tc

�
�  ��� ];;[ ��
�t  ��?���
 	
����� 

))(()( tcft �
��  ������ ����
�� �� ����'�� ].;[ ��
  G ���������, 

)),()(()( 2
1 vafvafaf ����� �� 
�  ��� ������������ ���
������ f. 

���
������ ������������ ����'����� ������������� ��������-
������� �������������� .2fd  

G �������� ���#������� ���������� ����������� 
������ 
������� ���
������ (������� ����
�����) ��� 	
����� ��
� ����-
������. 

:������ 3.19.  ���	
 D – ������� �	���	� ��������	-
�� ��������	��� �������	� Oxy; f(x, y) – �������, ���'�� � D 
�������� ���	�� ���������� �	����� �������. ������� 

.)],([),(),(),( 2yxfyxfyxfyx xyyyxx ((
((((�7  

����� ������� f(x, y) ����	�� �	���� �������� (�	���� �����-
	��) �� �����	� D, ��� � ������ 	��� DP �  ��������	�� 
������	��: 

1) ;0)( �7 P  
2) ).0)((0)( �((�(( PfPf xxxx  

& � � � ' � � � � � � � � � . B' 
������ 1 )  �  2) �������� ������-
������� (�������������) �������������� ������� ��		��������� 

.,2 DPfd P �  �� ������� 3.18 	
����� ),( yxf  �������� ������ ��-
�
���� (������ ����
���) �� ��������� D. 


����� 3.28.  ��������� �����
# ���
������ � 2�  	
����� 

.sin22 xyxyxz �  

; � , � � � � .  B���� .2,cos2 yxzxyxz yx �(�(  &����,  

.sin23)(,2,1,sin2 2 xzzzzzxz xyyyxxyyxyxx 
�((
((((�7�((�((
�((  
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G �#��� ����� 2( , )P x y ��  �������#��� �����������: 

0sin2)( �
�(( xPzxx  � .0sin23)( �
�7 xP  

�� ������� 3.19 	
����� z �������� ������ ���
���� � 2.�  

:������ 3.20 . 6�����	����� ����� ( ), ,nq x x �
� � �  ����	�� 

�������� (�	���� ��������) ������� � 	�� � 	��
�� � 	�� ���-
��, ��� )(xq �  ��	����	�
�� (������	�
��) �������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . /���
��� 
�������� � ���, ��� ������ 
��		�������� ������������ 	���� ��������� � ��� �����: 

).()(2 vqvqd a
��

� �  ���#�� � �' 
���������� 2) ������� 3.18 �������� 
?�������������� ������� ���
������ � ��������������� ������-
�������� ��� ������������ 	����. :���������, �' 
���������� 1) 
������� 3.18 �������� ������� ���
������ )(xq �  ��� ��������� �� 
������������� ��������������. 

&������ ������ ��������: ������� ���
������ )(xq �  ������ �� 
�����������
# ��������������. &�� 	������������� ���
������ 
������� x�  ���������� 	
����# ).()()( 2 xqtxtqt ��

���  =������ ��-
�
������ )(xq �  �'������ � �����
# ���
������ ).(t�  ��������� 
��'����� ��,� � ��� ��
���, ���� ,0)( �xq �  ��� � �'������ ����-
�������
# �������������� ).(xq �  


����� 3.29.  ��� ����� '�������� ��������� a ���
��� 
	
����� 

yzxyazyxzyxf 845),,( 222 � ? 

; � , � � � � . �� ������� 3.20 ������ � ���
������ f ?�����-
������ ������
 � ��������������� �������������� f. !������ f 
����� ��� 

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

a40
452
021

. 
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/������ 
������ ������, ����������� ��� �������� =���������: 

.16
40

452
021

,1
52
21

,1 321 
��7��7�7 a
a

 

D������ ������������� �������������� 0,0,0 321 �7�7�7  
�������� � ����������
 .16�a  ��� 16�a  ������������ 03 �7  – 
������������ 	���� f '����������������. �������� ����������� 
��
��� .16�a  ��������
 f ���������� '������ �� a � 0),,( �zyxf  
��� �#��� zyx ,,  � ,16�a  �������� � ������
 ������ ��� ,16�a  
���
��� 0),,( �zyxf  � � ��
��� .16�a  <���� ����'��, f ������-
�������� ����������, ���� .16�a  A��� �� 	��� ����� ���� 
���-
������ � ��' ����������� �������� � ������# �������� ��������-
������� ��������������, �	���
����������� � '�������� 2 �'  
�.2 § 3.12. 

� � � � � : f ���
��� .16�! a  

§ 3.16. D��#�����" � �#��������"�  
#���� �"����"! ������� 

1. ���,����"� � �������"� C��#�����" 

����������.  ������ "������	�"� �
	
���� ("������	�"� 
���
����) ������� )...,,( 1 nxxf  �� �����	� nX � �  ������-
	�� 	���� ,XP �  � ��	���� ������� )...,,( 1 nxxf  �������	 
�����
) (������
)) ������ �� X . ����� ������
���� ��-
������ � 	���� ������
���� ��������� �������	�� 	������ "��-
����	�"� #��������. ����� �����
���� ��������� ���	����� f 
��� ������� Xxx n �)...,,( 1  �������	�� 	��� 	������ �����	�-
"� #�������� f 	� X. 

X���, ��� ������ ���������� ?������
� f �� X ������������ 
��������  � ��������� ?������
��� f �� X. �������� 
���������� 
� ����� ��
��� �������. <�� �� �����, ��� ����'����� ����
#��� 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 237

�������, ��� ���������� ,������� ������ 	
����� f � �������� X 
������ ��������� ?������
� f �� X �������� ����������. 

:������ 3.21.  ���	
 P – �����
��� (��������) ���	���� 
������� f �� �������� �����	� X. �����: 

1) ��� P – �������, � f �������, 	� P – ������
��� ������� f 

�� X; 

2) ��� P – ��������, � f �����	�, 	� P – ������
��� �����-

��� f �� X. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  1) ����������� ���������: �
�����
�� 
����� ,XQ �  ����� ��� )()( PfQf � . J���
# ����
 " ����'�� PQ, 
������
# �� P, ����� ����������� � ���� QPA // 
� )1( , ��� 

].1;0(�/  B' ���
������ f ����
��, ��� 

).())()(()()()()1()( PfPfQfPfQfPfAf �
�
) ///  

<���� ����'��, ),()( PfAf �  ������ ����� " ����� ���� ������� 
����� 
����� ���'�� � ����� P. ��������� ����������� ���������-
��� ���
, ��� P – ����� ���������� �����
�� f �� X. &����� ���-
��������� ����'�����, ��� ��� �#��� ����� XQ �  ����������� 
����������� ),()( PfQf �  �.�. P – ����� ����������� �����
- 
�� f �� X. 

D���������� 2) ����'������� �����,���� ����������. 

2. *#��������"� #���� � $��,����"� C��#�����" 

�
��� )...,,( 1 nxxf  – 	
����� n ����������, ������������ � 
��������� ����������� ����� .nP ��  /�������, ��� ����� P ��'�-
������ �	���������� ������ 	
����� f, ���� f ��		�������
��� � 
P � ,0)(grad �Pf  &�� 	
����� f, ������������ �� ��������� 

nX � �  ��� �� ��������� ���,������ ?���� ���������, �
��� 
������������� ������������ ����� ��
� �����: 

1) P – ��
������� ����� @, 
2) P – ��������� ����� @. 
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G ��
��� 2) ���������, ��� ������� ����������� 	
����� f  
�������� �� ������ ��������� @, �� � �������
# �����������  
����� P. 

:������ 3.22.  ���	
 nX � �  – ������� �����	��, f – ��-
���	�� (��������) ������� �� @, XP �  – �	���������� 	���� f. 
����� f (P) – ������
) (�����
)) ������ f �� @. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  �
��� ., PQXQ ��  ;��������� 	
��-

��# ����� ���������� ).()( PQtPft ��  B�����'
� 	���
�
 
(3.20), ������� �� ����'����
# � �
�� 

).,)((grad)0( PQPf�(�  

C������� ,0)(grad �Pf  ��������
 P – ������������ �����. =����-
��������,  

,0),0()0( ��( PQ�  

�.�. 0 – ������������ ����� 	
����� )(t� . �
��� 	
����� f ����
�� 
�� @. G��������� ������� 3.15, 	
����� )(t�  ����
�� �� ����'�� 
[0; 1]. <�� ��� 0 – �� ������������ �����, �� �� ������� 2.24 )0(�  – 
�������,�� '������� 	
����� )(t�  �� ����'�� [0; 1]. =������-
������, 

),()1()0()( QfPf ��� ��  

�.�. )(Pf  – �������,�� '������� f �� @. 
=�
��� ���
���� 	
����� f ��������������� ����������. 

3. ����#������#� C��#������ �"������ ������� 

:������ 3.23.  $	���� �������� (�	���� �����	��) ������� 
�� �������� �����	� nX � �  � ���	 ��	
 ��� ����� 
	���� ������
���� �������� (���������). 

&���'��������� ?��� ������� ����� �������� ��������� ����-
'��������� ������� 2.25, ��?���
 �� ��� �� ��������. 
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����� 3.30.  �����������, ��� ��������� ��������� ���-
���� ���# ����
���# �� ��
� ��'�������� ������. �
��� xpx,  – 
���������� � ���� ����
����, ��������� �� 1-� �����; ypy,  – ��-
�������� � ���� ����
����, ��������� �� 2-� �����; ),(1 xpD  

)(2 ypD  – 	
����� ������; C(q) – 	
����� �'������. /���� ����
 
(x*, y*), � ������� '������� 	
����� ������� 

)(),( yxCypxpyx yx 
��  

�����������, ���� 

.)(,320)(,160)( 2
2

2

2

1 qqC
p

pD
p

pD
y

y
x

x �""
#

$
%%
&

'
�"

#

$
%
&

'�  

; � , � � � � .  B' 
�������� )(),( yx pDypDx ��  �������: 

,160 5,0
� xpx  .320 5,0
� ypy  

=������������, ���
��� 

.320160),( yxypxpyxR yx ��  

= ������# ������� 3.13 ����� �����������, ��� R(x, y) – ����-
�� ����
���, � –$(x + y) – ����
��� 	
����� � ������ �������� ��-
���������� ��������� Oxy. �� ������� 3.17 �� �
��� � (x, y) �
��� 
������ ����
���. /����� ������������ ����� � (x, y), ��,�� �����-
�
 
��������: 

�
�
�

��
�

�

�
�(

�
�(

.0)(2160

,0)(280

yx
y

yx
x

y

x

�

�
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B���� ).(216080 yx
yx

��  ���
�� .540,4 2/3xxy ��  =������-

������, 

x = 4,  y = 16,  � (4; 16) = 1200. 

B' ������ 3.22, 3.23 ���
����, ��� 1200 – ������������ '����-
��� �������, � ����� (x*; y*) = (4; 16) – ������������, � ������� 
?�� '������� �����������. 

§ 3.17. :������ (���–:������ 

&���'����� � ������
��� �������	� ������� 3.22 �'������, 
��� ������������ ����� 	
����� f �������� ������ ����������� 
?������
�� f �� �#��� ���
���� ���������, �� ������� f – ��-
�
���� (��� ����
���) 	
�����. ��'����� ���
���� ������� ��,�-
��� ��������� ������ � ������������ ����� '����� '����, ������ 
������� ���'������� �������'��� ��� ��,���� '���� ������ ����. 
��F�������� ?�� ���, ��� ���������� ?������
� 	
����� f �� X 
����� ����������� � ��������� ����� P ��������� X, � � ?��� ��
-
���, ��� �������, �������� f � ����� P �� ����� 0, �.�. P – �� ���-
��������� �����. 

/��� ��� ������������ ?������
��� 	
����� �� ���
���� 
��������� �� ������'
�� �����������#, ������
# � ������ ��-
����'����. 

����������.  I����� �� �	������� ���	������ ������� f 
�� �����	� X ������	�� ������� �������
����"� ���-
"����
����	
�. /������ f ��� �	�� ������	�� ������� ��	-
�
��, � X – ������
��� �	��������. 

L����� �� �����
� ������� '����������� ����
#��� ����'��: 

 .)...,,(min,)...,,( 11 Xxxxxf nn ��  (3.66) 

L����� �� ������
� '����������� ����������: 

 .)...,,(max,)...,,( 11 Xxxxxf nn ��  (3.67) 

#�����
��� �)��� '����� (3.66) (�������������� (3.67)) ��-
'������� ����� ����������� �����
�� (�������������� ������
��) 
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����� f �� X. %����
��� �)��� '����� (3.66) (������������-
�� (3.67)) ��'������� ����� ���������� 
�������� �����
�� (����-
���������� ������
��) 	
����� )...,,( 1 nxxf  ��� 
������, ��� 

.)...,,( 1 Xxx n �  
<�
������ '����� ��������������� ����������������, ������-

��, ������������ ����� ������� 	
����� � ��������������� ����-
������ ���
������� ���������. !����� ��,���� ��'������'��� 
������� '���� ��������������� ���������������� �'
��#��� � 
������ ������'����. L���� �� �� ����������� ������������� 
������ ������ ������� ��� ���������� ������. 

1. 
��#������ ����� �"�����$� ���$�����������& 

����������.  I����� (3.66) (���	�	�	���� (3.67)) ����-
��	�� ������ ������"� ���"����
����	
�, ��� ����� ����-
��� f  ����	�� �������� (���	�	�	���� �����	��), � �����	�-
�� �����	�� X ������� � ������ ���	��� ������	� ��� ��-
���	�. 

+��������.  B' ������� 3.21 ����
��, ��� ������ ��������� 
��,���� '����� ���
����� ���������������� �������� �� ���-
������� ��,�����. 

��������
 ������ ������� �����������, ���������� ��� �����-
����, ��� � �����������, ?����������� �������, ���������� ���� 
��,� �����������, �
��� �������, ��� ���
������ ��������� X '�-
���� �������� ���� 

 
��

�
�
�

�

�

.0),...,(
..............

,0),...,(

1

11

ns

n

xxg

xxg
 (3.68) 

*
�����������
# ���� � ������������ '����� ���
����� ���-
������������� ������ 
�� '������� �������# 	
����� @�������: 

.)...,,()...,,()...,,,...,,(
1

1111 ;
�

�
s

j
njjnsn xxgxxfxxL @@@  
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B�����'
� ��������� ���'������� ),...,,( 1 nxxx �
�  ),...,,( 1 s@@@ �

�
 

	
����� jgf ,  � L  ����� '������� � ���� 

).(...)()(),(

),...,,()(),...,,()(

11

11

xgxgxfxL

xxgxgxxfxf

ss

njjn
�����

��

@@@ �

��
 

���� ���
���� ���������� ������� 
������ ?������
��, 
�����������, ��� ���
������ ��������� X  
������������ ���-
�
#���
 
�����# ���
��������. 

����������.  $��	�� ���������� (3.68), �����'�� ��-
����� �����	�� X , ������	�� ��"����	��, ��� �� ������� 

sgg ,...,1  �����	� �� X � ��'�	��	 	���� ,Xx ��  � ��	���� �� 
������� ���� sgg ,...,1  ������� ��������	 ������	�
�� 
�������. 

+�������� . =������ (3.68), ��������� �' ����� ������ ��-
������ ����������, ��������� ���
������. /������������ ������ 
����� x�  � ?��� ��
��� ��������. 


����� 3.31.  ��������� ���
�������� ������� ����������� 

 

�
�
�

��
�

�

�

�




�

���

.05
,036

,036
,0,0,0

333 zyx
zyx

zyx
zyx

 (3.69) 

; � , � � � � . �
��� M – ��������� ���� ��,���� ������� 
(3.69), � K – ��������� ���� ��,���� ���������� � (3.69), ������-
��� �' ������ 5 ����������. /���
��� ������, ��� K – ���
������� 
� ���,����� ),0;0;36(  )0;36;0(  � );36;0;0(  M – ������������ � K, 

'������� ������������ .5333 � zyx  <�� ��� 	
����� 
333 zyx   ����
�� � 3 ,�  �� ��� ����
�� � �� K. ���#�� ����
-

�� ���
������ M. @���� ����� ������ ���� ���������� – �������� 
	
�����, ��?���
 ��� ����
�� � 3.�  @���� ����� ���������� ����-
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������� ����
�� � 3 .�  <���� ����'��, ��� ����� ����� ����
��  
�� M. �������� 
��'��� ����
 �' M, � ������� ��� ���������� ��-
��������� ������#��� � ������� �����������. G �������� ����� 
����� ����� �'��� ).27;8;1(  

2. ���,!����� ������� C��#������ 

/���
��� ������, ��� '����� ������� 	
����� f  �� f
  ����-
�� ������ '�����  (3.66) � (3.67), ��?���
 ��� ������������ '���� 
���
����� ���������������� ���������� ������������ '������� 
������-�� ������ ����, �������� '������� �� ������
�. 

:������ 3.24.  ���	
 Xx �*�  – 	���� �����
���� ��������� 
������� )(xf �  �� �������� �����	� ,X  �������� ��������� 
���	��� ���������� (3.68). *��� �� ������� sggf ,...,, 1  ���-
��������� � 	��� *,x�  	� ��'�	��	 	���� ��	�� 

,0)...,,( 1 �RR�R
s@@@

�
 �	� 

 ),,...,2,1(0*),*( nixL
ix ��( @

��  (:) 

 ).,...,2,1(0*)( sjxg jj ��R �
@  (G) 

& � � � ' � � � � � � � � � .  G ����� *x�  ��� 	
����� ,0�jg  �.�. ��� 
������� j  ���� ,0*)( �xg j

�  ���� .0*)( �xg j
�  G����� ���'������� 

��� ����������
#��� �������� �������: 

}.0*)(:{},0*)(:{0 ����  xgjJxgjJ jj
��  

&�� ������� 0Jj �  	
����� jg  ����� ���� ��� �� ���� ��-

������, ��?���
 0J  ��'�������� �� ��� ������������ ,~
000 JJJ 0�  

��� 0J  – ������������ ������� ������! 	
����� ����� 
),( 0Jjg j �  � 0

~J  – ������������ ������� �������! 	
����� 
����� ��� �� 	
����� g j. 
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&���'��������� ������� ��������� �� �����'� ����������,  
���'���#��� ����
#��� �������� ���������� 	
����� �� ����-
������ :...,,, 21 nzzz  

,*)(...*)(*)( 2
2

1
1

n
n

zx
x
fzx

x
fzx

x
f ���

J
J


J
J


J
J  

.*)(...*)(*)( 2
2

1
1

n
n

jjj zxx
g

zxx
g

zxx
g ���

J
J


J
J


J
J

 

���� ������� ��������� ���'�������, ���������� ������ 
	
����� � ���� ��������� ����'������� )*),(( zxf ��(  � ),*),(( zxg j

��(  
��� *)(xf �(  – �������� 	
����� f  � ����� *x� , � *)(xg j

�(  – �������� 
	
����� jg  � ��� �� ����� *x� , ).,...,,( 21 nzzzz �

�  
&������,
# ����� ����'��������� ��'����� �� ��� ?����. 

D#�� 1.  ;��������� ������
 �������� ���������� 

 
�
�

�
�

�

��(
��(

�(

,~,0)*),((
,,0)*),((

,0)*),((

0

0

Jjzxg
Jjzxg

zxf

j

j ��
��
��

 (3.70) 

��� ���'������� �������� ������ z� . D�������, ��� ������� (3.70) 
�����������. 

&������������, ���� �� �
���������� ��,���� ,az ��
�  �� � ���
 

������� ����������� ����'������ 	
����� )*()( atxft ��
��  � ����� 

0�t  ���� �� ����,� 0, � ��� ���������� ����� 0�t  �� ����� �� 

*),()*( xfatxf ���
�  

�, ����������, 

).~(0*)()*( 0Jjxgatxg jj ���
���  

&�� �������� jg  ��� �#��� 0�t  ����� 

).(0*)()*),((*)()*( 0Jjxgatxgxgatxg jjjj ���(�
������  
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�� �� �������� ������� ,� Jj  �� ��� ����� j  ����������� 
����������� ,0*)( �xg j

�  � � ���
 ������������� 	
����� jg  � ���-
�� *x�  ��� ���������� ����� 0�t  ����������� ����� � ���������-
�� .0)*( � atxg j

��  B���, ��� ���������� ����� 0�t  ����� 
*)()*( xfatxf ���

�  � 0)*( � atxg j
��  ��� ���� .,...,2,1 sj �  A�� �'��-

����, ��� *x�  �� �������� ������ ���������� ������
�� f �� X  ��-
����� 
�����#. ���
������ ������������ '����,��� ?��� 1. 

D#�� 2.  �������, ��� ����������� � ����� ������ ������� 

 
�
�
�

��(
�(

.,0)*),((
,0)*),((

0Jjzxg
zxf

j
��
��

 (3.71) 

���������� �� ��������# � (3.70) ������� � ���, ��� ����� 
������� ���������� '��������� ����������. 

;��������� ���������� 	
����� ,jg  ���'����� � ��������� 
�' ����� *x�  � ����
 :* xxx ���

7�  

*).()*( xgxxgg jjj
���


7�7  

J�� � ��� �#��� ��		�������
���� ����
��� 	
�����, ���-
������� 	
����� jg  �� ����������� �� ��		��������� 

 .)*),((*)(
1

j

n

i
ji

i

j
j gxxgxx

x
g

dg 7�7(�7
J

J
� ;

�

���  (3.72) 

=������� 
�����# ���
�������� ����� ������� ����
 Xx �
�  

���, ����� ��� ���������� 	
����� jg  � ?��� ����� ���� ����,� 
�
��. *�����
�� ����
 x�  � ����������
#��� ������ x�7  �� ����� 
����'���������. 

&�� �#���� 0
~Jj �  � 
����� ������ x�7  ����������� (3.72) 

����������� ��� 

 ).~(0)(*)()()*),(( 0Jjxgxgxgxxg jjjj ���
�7( �����  (3.73) 
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:���������� ����'�� ��� 0Jj �  ����� ,0)( �xg j
�  ��?���
 

 ).(0)*),(( 0Jjxxg j ��7( ��  (3.74) 

;���
���� �� ����������, �����������, ��� ������� (3.71) 
����� ��,���� b

�
. �������, ��� ������ xtbz ���

7�  ��� ���������� 
����� 0�t  
������������ ������� (3.70). 

<�� ��� ������ b
�

 – ��,���� (3.71), �� .0)*),(( �( zxf ��  ��?���
 
��� ���������� ����� 0�t  ����� 

.0)*),(()*),(()*),(( �7((�7( xxftbxfxtbxf �������  

J���� ����, ��������
 b
�

 – ��,���� (3.71), ��� ������� 0Jj �  

��� ����������� ����������� .0)*),(( �( bxg j

��  G��������� (3.73), 

��� 0�t  � 0
~Jj �  ����� 

.0)*),(()*),(()*),(( �7((�7( xxgtbxgxtbxg jjj
�������  

:���������, ���������� (3.74), ��� 0�t  � 0Jj �  ���
���� 

.0)*),(( �7( xtbxg j
���  

B���, ��� ���������� ����� 0�t  ������ xtbz ���
7�  
�����-

������� ������������ ������� (3.70). ���
������ ������������ 
����'�����, ��� ������� (3.71) ����� �� ����� ��,����. 

D#�� 3.  L����,���� ����'��������� �������. 
/������������� ������� (3.71) �'������, ��� �� ���� ��,���� 

������� 

 ,,0)*),(( 0Jjzxg j ��( ��  (3.75) 
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�� 
������������ ����������
 .0)*),(( �( zxf ��  =������������, ���-
��� ��,���� ������� (3.75) 
������������ ����������
 

0)*),(( )( zxf ��  ���, ��� �� ��, 

 .0)*),(( �(
 zxf ��  (3.76) 

<���� ����'��, ����������� (3.76) – ��������� ������� (3.75). 
�� ������� *����,� (��. �.1 
�������) �
�����
#� ����� ����� 

),(* 0Jjj �@  ��� 

;
�

(�(

0

.*)(**)(
Jj

jj xgxf �� @  

D������ (G) ������� �
�
� ���������, ���� �������� 0* �j@  
��� .� Jj  ���� ��������� 
������ (:), ���������� '�������, ��� 

*),(*)(
1

xgxf j

s

j
j
�� (R�(
 ;

�

@  

��� 

),...,,2,1(0*)(**)(
1

nix
x
gx

x
f s

j i

i
j

i
��

J
J


J
J ;

�

��
@  

��?���
 

.0*)(**)(*),*(
1

�
J
J


J
J

�( ;
�

s

j i

i
j

i
x x

x
gx

x
fxL

i

����
@@  

3. ���#�#����� ������� C��#������ 

:������ 3.25.  ���	
 nX � �  – ������� �����	��; 
sggf ...,,, 1  – �������, �������� �� ,X  	���, �	� f  �����	�, 

� sgg ...,,1  ��	����	�
�� �� X . ����������, �	� �� ������� 

sggf ...,,, 1  ������������ � ���	���� 	��� Xx �*�  � ��'-
�	��	 ��	����	�
��� ��	�� * ,s@ �

�
�  ��� ��	����� �������-
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�	�� ������� (:) � (G) �� 	���� 3.24. ����� *x�  – 	���� ���-
���
���� ��������� f  �� .X  

& � � � ' � � � � � � � � � .  J�� � ��,�, ������� 

}.0*)(:{},0*)(:{0 ����  xgjJxgjJ jj
��  

&�� ����'������� ����� Xx �
�  ���������� 	
����� ����� ��-

�������� 

,...,,2,1),*()( sjxtxgt jj �7�
��

�  

��� .*xxx ���

�7  G ���
 ���
������ X  ��� �#���� ]1;0[�t  ����� 
,* Xxtx �7

��  ��?���
 .0)*()( �7� xtxgt jj
���  �� 
�����# ������� 

��� 	
����� jg  ��		�������
��� � ����� *,x�  �������������, ��� 
	
����� )(tj�  ��		�������
��� � �
��. &�� 0Jj �  ����� 

.0*)()0( �� xg jj
��  ���#�� 

).(0)(lim)(lim)0()(lim)0( 00000
Jj

t
t

t
t

t
t

tttj ����



�(
���

�����  

= ��
��� �������, �� ������
 ��		������������� ������� 
	
����� 

),*),((*)()0(
1

xxgxx
x
g

ji

n

i i

j
j

���
7(�7

J

J
�( ;

�

�  

��� *)(xg j
�(  – �������� 	
����� jg  � ����� *x� , ��?���
 

 ).(0)*),(( 0Jjxxg j ��7( ��  (3.77) 

&����, �' (G) ����
�� 0* �j@  ��� .� Jj  ���#�� ��� ��������� 
	
����� f  � ����� *x�  �' (:) ������� 

*).(**)(
0

xgxf
Jj

jj
�� ;

�

(
�( @  
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G���
 ����
����� ,f  � 
����� (3.77), ����� 

.0)*),((*)*),((*)()(
0

;
�

)7(
�7()

Jj

jj xxgxxfxfxf ������ @  

<���� ����'��, *)()( xfxf ��
)  ���  ,Xx �

�  �.�. *x�  – ����� ���-
�������� ������
�� f  �� .X  <������ 3.25 ����'���. 

<������ 3.24, 3.25 ����������
#� ���'� ���
����� �������-
��������� � ��������������# � �������� ���������������� (��. 
�.1 
�������). <��, ����'��������� ������� 3.24 � �������� �����-
�� �������������� ��������� �� ����� ��������� – ������� 
*����,�. ��� ?��� ��������� @������� s@@ ,...,1  ����#� � ����-
'��������� �
 �� ����, ��� � ���'������� ������������ '����� ��-
������� ����������������. &����� �������� �������������� � � 
��
��� ������ ������� ������ �������������� – ������� �������-
���: �� 	���
������� ���������� 
������ (G) �' ������� 3.24. 


����� 3.32.  /���� �������,�� '������� 	
����� 

321 lnlnln xxxf �  

��� 
������ .9032 321 ) xxx  
; � , � � � � .  /����� ������� ����
 *x�  ����������� ������
�� 

	
����� f �� ���
���� ��������� X (���
�������� ��������), 
'������� �������� 

�
�
�

��
�

�

)
�
�
�

.90
,0
,0
,0

321

3

2

1

xxx
x
x
x

 

G����� ������, ��� ������ ����������� ?������
�� 
������ 
������'����� ����������� 
������ (�.�. ������
 3.24), ������ � 
������ ������� ��������� X '����� �������������, ����� �' ��-
����� ����#��� �������� �������������, � �� �� ����� ������-
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'����� ������
 3.24. ������
�� ����� ���������� ������
�, ��-
����'
� ����������� 
������ ��� �
����������� (������
 3.25). 

=������� ��� ?���� 	
����# @�������: 

).3290(lnlnln 321321 xxxxxxL 


� @  

L���� '���,�� 
������ (:) � (G) �' ������� 3.24: 

.0)3290(

,031

,021

,01

321

3

2

1

�




�


�


�


xxx
x

x

x

@

@

@

@

 

B' ������ ���� 
�������� ����
��, ��� ,
3
1,

2
1,1

321 @@@
��� xxx  

������ 0�@ . ��?���
 �' ���������� 
�������� ���
���� 

.03903290 321 �
�



@

xxx  

=������������, .10,15,30,
30
1

321 ���� xxx@  ��������
 	
����� f 

����
��, �� ������� 3.25 ���
����, ��� *x�  = (30; 15; 10) – ����� 

����������� ������
�� f �� X. ���#�� .4500ln*)(max �� xff �  


����� 3.33.  ;�,��� '����
 ���
����� ����������������: 

 max102020 �
� zyxf  ��� 
������ .9222 ) zyx  (3.78) 

; � , � � � � .  &��
������ ��������� ������ '����� (,�� ��-
��
�� 3) – ���
����, � ������� 	
����� ����
��, ��� � ������ ��-
������ 	
�����, ��?���
 ���������� ����� ������
�� f �� ���
�-
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����� ��������� 
����������#� 
������� (:) � (G) �' ������� 
3.24 ��� 	
����� @������� :)9(102020 222 zyxzyxL 



� @  

.0)9(

,0210

,0220
,0220

222 �




�

�(

�
�(
�
�(

zyx

zL
yL
xL

z

y

x

@

@

@
@

 

B' ������ ���� 
�������� ����
��, ��� 

.5,10,10,0
@@@

@ 
���� zyx  

B' ���������� 
�������� ������� 

.0510109
222

�"
#
$

%
&
'

"

#
$

%
&
'
"

#
$

%
&
'


@@@
 

���#�� .252 �@  = 
����� ����������������� @ �����: 

.1,2,2,5 
���� xyx@  

=������� ������� 3.25 ����� )1;2;2( 
  �������� ���������� 
��,����� '����� ���
����� ���������������� (3.78). 

;��������� ������ ������ � ?������������ �����������. 


����� 3.34.  *����, ����'������� ����
���# �� ���� '�-
�����, ��,��� ���
����� � ����� �� ����� 210 ��. ����
���� ��� 
�������,�� �
������� '�������. =������ ����
���� ���������� 
����
�� ���
����� �� ������ '�����, ���� '������ '����� 3,2,1�i  
�� ���
��
 ix  ������ ����
���� � ����� ���#� ���: 

2
1111 20

1)( xxxC �  – ��� ������� '�����; 

2
2222 40

1)( xxxC �  – ��� ������� '�����; 

2
3333 60

12)( xxxC �  – ��� �������� '�����? 
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; � , � � � � .  /��������� ��,��� '����
 ���
����� �������-
���������: 

 
.min)()()()(

,0,0,0
,0210

332211

321

321

��
�
�
�

���
�


xCxCxCxf
xxx

xxx

�
 (3.79) 

&����� '����� ?����������� '����� �� ������
� ��� 	
����� 
).(xf �
  *
����� @������� ��� )(xf �
  �������� ����
#���  

����'��: 

.)210(
60
12

40
1

20
1

332211321

2
33

2
22

2
11

xxxxxx
xxxxxxL

SSS@ 








�  

L���,�� 
������ (:) � (G) �' ������� 3.24: 

 

�
�
�
�
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��
�
�

-
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���
�
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.0,0,0
,0)210(

,0
30
12

,0
20
11

,0
10
11

332211

321

33

22

11

xxx
xxx

x

x

x

SSS
@

S@

S@

S@

 (3.80) 

G��������� ������ 3.24 � 3.25 ����� ��,���� '����� (3.79) 
�������� � �����
 ���������������� ��,���� ������� (3.80). &�� 
?����, ������ ������, ���������� ��������� ��� ���������� ��
-
���� 0�ix  � .0�ix . &����� ������� �
�,� �������� � �������� 
�������������� ��
����. 

$����� .0,0,0 321 ��� xxx  B' (3.80) ��������������� �������: 

,0210,0,0 321321 �
���� xxx@SSS  

,6030,2020,1010 321 
�
�
� @@@ xxx  

,02109060210321 �

�
 @xxx  

.90,80,40,5 321 ���� xxx@  
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=������������, ����� *x�  = (40; 80; 90) – ���������� ��,���� 
'����� (3.79). <�� ��� f – ������ ���
���� 	
�����, �� ��
��� ����� 
����������� �����
�� f  �� ���
������ ��������� � ���
 �����-
�� 3.23 �� �
�����
��. 

4. ���>����� ��������� � ���#��� �$��������� 

!� 
�� �������� �������# ����
 ����������� @������� � 
������������� ���'�������� � '����� ��������� �������������-
���. A�� �������� ����� �������,�� ��'�����: ������� ���
, ��� 
������������ ���'�������, ����������
#��� 
���������, �� ���-
#� 
������ �����������������, ��� � ��������� @�������, ����-
������
#��� ������������ ���� «���������», ����� �� ���#� ��-
������ �����������. 

;��������� ��������� ,nX � �  '������� �������� ��������-
���, ����������, ������ r ����������, ��� � s – r 
��������: 

 
�
�
�

��

��

.,...,1,0),...,(

;,...,1,0),...,(

1

1

srjxxg
rjxxg

nj

nj  (3.81) 

D������ ���
�������� ��� ������� (3.81) �������� ��������� 
������� 
������ ���
��������, �	���
���������� ��� �������, 
��������� �' ����� ����������: 

���!�����, �	��� �� ������� sgg ,...,1  ���� �����	��� � 

��'�	������ 	���� ,Xx ��  � ��	���� �� ������� ���� 
sgg ,...,1  ������� ���� ���
) ����. 

;��
�������� ������� (3.81), ��������, �'������, ��� ��� rj �  
	
����� jg  ��������. 

=���
#��� ������� 
���������, ��� ?������
�� 	
����� f �� 
X ������ ����'�� ���'��� �� ������������� (�� x� ) ������� 
	
����� @������� 

).(...)()(),( 11 xgxgxfxL ss
�����

@@@ �  
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:������ 3.26 (������� +�	�–/����) .  ���	
 nX ��  – 
������� �����	��, ������� ��������� ���	��� ���������� 
(3.81); sggf ,...,, 1  – ������������ � �����	� �� X �������. 
,�� 	��� �	��� 	���� Xx �*

�
 ���� 	����� ������
���� �������-

�� f �� X, ���!����� � ���	�	����, �	��� ��'�	����� ��	�� 
* ,s@ �
�
�  �����	�����'�� ��������: 

 ),,...,2,1(0*)*,( nixL
ix ��( @

��  (:) 

 ),,...,2,1(0*)( rjxg jj ��R �
@  (G) 

 ).,...,2,1(0 rjj ��R@  (=) 

�������, ��� 
������ ����������������� (=) ������������#�-
�� �� ��������� @�������, ����������
#��� ������������ � ���-
���� �����������. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  J�� 
�� ���������� ��,�, �' ���
�����-
��� ������� (3.81) �������� ���������� ������� �' 
������ 

,0)( �xg j
�  ��?���
 ���������  X ����� ���� '����� � ������# 

���
������ �������  

 
�
�

�
�

�

��

��

��

.,...,1,0)(
;,...,1,0)(

;,...,1,0)(

srjxg
srjxg

rjxg

j

j

j

�
�
�

 (3.82) 

;��������� '����
 ���
����� ���������������� 

 max)( �xf �  ��� 
������� (3.82). (3.83) 

*
����� @�������, ����������
#��� '����� (3.83), ����� ��� 

.)()()()(),,,(
111

;;;
���


�
s

rj
jj

s

rj
jj

r

j
jj xgxgxgxfxF ��������

=</=</  

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 255

5��!������	
. �
��� Xx �*�  – ����� ������
�� f �� X. <���� 
*x�  – ��,���� '����� (3.83) � �� ������� 3.24 ����
��� ��������-

������� ������� * , * , *r s r s r/ < =
 
� � �
�� �� � �  �����, ��� 

 ),,...,1(0*)*,*,*,( nixF
ix ��( =</

����  (3.84) 

 ),,...,1(0*)(* rjxg jj ��
�/  (3.85) 

 ),,...,1(0*)(* srjxg jrj ��

�<  (3.86) 

 ).,...,1(0*)(* srjxg jrj ��

�=  (3.87) 

���#�� ����
��, ��� ������ * s@ �
�
�  � ������������ 

),...,1(***);,...,1(** srjrj rjrjjjj �
��� 

 =<@/@  


������������ 
������� (:), (G) � (=) ������� J
��–<������. 
,��	�	�����	
. �
��� ������ * s@ �

�
�  
������������ 
�����-

�� (:), (G) � (=). �
��� * , * , *r s r s r/ < =
 
� � �
�� �� � �  – ��������-

������� ������� � ������������: 

),...,,1(** rjjj �� @/  

)....,,1(
2

*|*|
*,

2
*|*|

* srjjj
rj

jj
rj �



�


� 



@@
=

@@
<  

/���
��� ������, ��� ��� *,*,* =</
���  �������#��� 
�������� 

(3.84), (3.85), (3.86) � (3.87). �� ������� 3.25 *x�  – ����� ���������-
�� ������
�� f �� X. <������ J
��–<������ ����'���. 


����� 3.35.  /���� ����
, � ������� 	
����� 

)(
2
1 2222 uzyxf �  
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��������� �������,�� '������� ��� 
�������: 

,60� uzyx  

,90432 � uzyx  

.0,0,0,0 ���� uzyx  

; � , � � � � .  &�� '����� �� ������
� � ������� 	
������ f
  
	
����� @������� ����� ��� 

.)90432(

)60()(
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1 2222

uzyxuzyx

uzyxuzyxL

9=</S
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L��������� 
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xL

y

x  
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�
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�
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u
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,0,0,0,0 ���� uzyx 9=</  

.0,0 �� S@  

$����� .0,0,0,0 ���� uzyx  ��������������� ���
����: 

,0���� 9=</  

,4,3,2, S@S@S@S@ ���� uzyx  

,104 S@ � uzyx  

,3010432 S@ � uyzx  

�
�
�


�
�

�
�
�

�
�

,12
,45
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S
@
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.3,9,21,33 
���� uzyx  

���,�� � �����������#. 
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$����� .0,0,0,0 ���� uzyx  :��������� �������: 

,0��� =</  

,0,3,2, ���� uzyx S@S@S@  

,63 S@ � uzyx  

,146432 S@ � uyzx  

�
�
�


�
�

�
�
�

�
�

,15
,50

,90146
,6063

S
@

S@
S@

 

.0,5,20,35 ���� uzyx  

��������
 ��������� '������� ���'������� 
����������#� 
���� ����������� 
�������, )0;5;20;35(  – ����� �����
�� f, 
������ ������������, ��� ��� f – ������ ���
���� 	
����� (���-
���� 3.23). 

5. *�&�� � �����"�� #������ 

�
��� 	
����� ),( yxL  ���������� �� ���������� ����'����-
��� �������� YX M . 

����������.  ����� YXyx M�*)*,(  ������	�� �������� 
����� ������� L, ��� ��� ����! YyXx �� ,  ��������	�� �-
�����	�� 

).*,(*)*,(*),( yxLyxLyxL ))  

�����������, ��� ��� 	
����� sggf ...,,, 1  �������#��� 
���-

��� ������� 3.26 � ),( @
��xL  – ����������
#��� 	
����� @�������. 

*
����# L ����� ������� ������������ �� ���������� ����'��-
����� �������� ,TMX  ��� X – ���
���� ���������, '������� 
�������� ����������� (3.81), � T – ��������� ���� �������� 

),,...,( 1 s@@  �����, ��� ....,,1,0 rii ��@  B' ������� J
��–<������ 
�������� ����
#��� ���������. 
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*���#���.  ,�� 	��� �	��� � �������! 	���� 3.26 	���� 
Xx �*�  ���� 	����� ������
���� ��������� f �� X, ���!����� � 

���	�	����, �	��� ��� ���	����� T�*@
�

 	���� *)*,( @
��x  ���� 

������� 	����� ������� %������� ),( @
��xL  �� .TMX  

& � � � ' � � � � � � � � � .  ,��	�	�����	
. �
��� *)*,( @
��x  – ���-

����� ����� 	
����� @������� 

),(...)()(),( 11 xgxgxfxL ss
����� @@@ �  

�.�. 

 ,*),*,(*),( XxxLxL �)
����� @@  (3.88) 

 .),*,(*)*,( T�) xxLxL ����� @@  (3.89) 

<�� ��� )*,( @
��xL  – �������� 	
����� �� ,j@  �� �' (3.89) ���-

�
#� ����������� (G) ������� J
��–<������. ���#�� � 
����� 
(3.88) ����� 

,0*),(*)*,()(*)*,()(*)( �
�
�
 @@@ xLxLxfxLxfxf ������  

�.�. *x�  – ����� ������
�� f �� X. 

5��!������	
. �
��� *x�  – ����� ������
�� f �� X. �� �����-

�� J
��–<������ �������� ,* T�@
�

 ��� �������� �������#��� 
�-
����� (:) � (G). ��������
 *),( @

��xL  – ����
��� �� x�  	
�����, ��-
��������� (3.88) ����
�� �' (:) � 
����� ������� 3.22. /���������� 
(3.89) ����
�� �' (G), ��������
 

.0*)(*)()*(*)*,()*,(
11

��
�
 ;;
��

xgxgxLxL j

r

j
jj

r

j
jj

������
@@@@@  

=�������� ����'���. 
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§ 3.18. @������ ������ 

�
��� p – ���� ������ @, q – ���� ������ Y, I – ����� ���������-
��. /�������, ��� 	
������ ����'����� U(x, y) ��'������� 	
��-
���, '���#��� ������� ����'����� (��� �����������) ������ ����-
���, ���������� �' x ������ ������ @ � y ������ ������ Y. "
��� 
�������, ��� ����������� ����� ���
���� ������ ����� ������ 
(x, y), ��������� ������� �� ����������� ��� ������, �.�. 

.Iqypx )  
����������. ���	
 ������� �������	� U(x, y) ��� ����! 

������	�
��! qp,  � I ��	 �� �����	� 

 }0,0,{ ��) yxIqypx  (3.90) 

����	����� 	���� ������
���� ��������� *).*,( yx  ����� x*, y* 
– ������� �	 qp,  � I: 

).,,(*

),,,(*

Iqpyy

Iqpxx
D

D

�

�
 

3	� ������� �������	�� ��	�
��
 ������. 
=���� ������� ����������� � ���, ��� ����������� ��������� 

� �������,��
 
������������# �� �
������� �� ������� ��� ��-
���������� ���������. 

= �������������� ����� '����� ��������� (3.90) – ���
������� 
� ���,����� O(0; 0), A(I/p; 0) � B(0; I/q) (���. 3.5). J�� �������, 
	
����� U(x, y) ��'������� ��� 
��������� x � y, ��?���
 ���-
����,�� '������� U(x, y) ����������� �� ����'�� "2, �.�. �������-
���� ������ �� ���
��� ���� ���� �����. 

 

O 

 y 

x 

(x*, y*) 

 A 

B 

 

)��. 3.5 
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&�� �#���� t > 0 ��������� }0,0,{ ��) yxtItqytpx  �������-
�� � ���������� (3.90), ��?���
 	
����� ������ 
����������#� 
����
#��� ����������: 

).,,(),,(

),,,(),,(

IqpytItqtpy

IqpxtItqtpx
DD

DD

�

�
 

<���� ����'��, 	
����� ),,(),,,( IqpyyIqpxx DD ��  ����#��� 
����������� 	
������� ������� ������������ 0. =������������, 
��� ��		�������
���� 	
����� ������ �������#��� ��������� 
A�����: 

 
,0

,0

�(((

�(((

Iqp

Iqp

yIyqyp
xIxqxp

 (3.91) 

� ����� ����
#��� 
�������� ��� ?�����������: 

.0

,0

�

�

yIyqyp

xIxqxp

EEE
EEE

 

J�� �������, 	
����� ����'����� ��������� ��		�������
�-
��� � ������ ����
���. G ?��� ��
��� ������� J
��–<������ ����-
���� ����� 	
����� ������. �
��� @, S, U – ��������� @�������, 
������ @ ����������
�� ����������# ,Iqypx )  S – ����������
 
x � 0, U – ����������
 y�0. <���� 	
����� @������� '���,���� ���: 

.)(),( yxqypxIyxUL US@ 

�  

D������ (:), (G) � (=) ������� J
��–<������ '���,�� � ���� 
�������: 

 

�
�
�

�

��
�

�

�

���
��
�


�
(
�
(

.0,0,0
,0,0
,0)(
,0),(
,0),(

US@
US

@
U@
S@

yx
qypxI

qyxU
pyxU

y

x

 (3.92) 
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K��� '������ �'������, ��� 	
����� ������ �� ������#��� � 
�
��, �� �' ���������� � ������ 
�������� ������� (3.92) ����
��, 
��� S = U = 0. G ?��� ��
��� ������� (3.92) �������� �����:  

 

�
�
�

��
�

�

�
�


�
(
�
(

.0
,0)(
,0),(
,0),(

@
@

@
@

qypxI
qyxU
pyxU

y

x

 (3.93) 

K��� 0�(xU  ��� 0�(yU  (���� ����� �������#��� ��� 
���-
���), �� �' ������ ��
� 
�������� ������� (3.93) ����
��, ��� 
@ > 0. /� ����� @ ����� ����#���� �' �������. G ����� ���
���� 
������
 
�������� 

 
��

�
�
�

�

�
(
(

�

.

,
),(
),(

Iqypx
q
p

yxU
yxUMRS

y

x
xy  (3.94) 


����� 3.36 . /���� 	
����� ������ xD, yD � ��
��� 	
����� 
����'����� ).ln(lnln),( yxyxyxU 
�  

; � , � � � � .  &�� '������� 	
����� ����'����� ������� ����'-
������ ������� ������� ������: 

)(
,

)( yxy
xU

yxx
yU yx 

�(


�( . 

=������ 
�������� (3.94) ����� ��� 

��

�
�
�

�

��
(
(

.

,2

2

Iqypx
q
p

x
y

U
U

y

x
 

*
����� U(x, y) �������� ������ ����
��� � ������� 
{x > 0, y > 0}, ��������
 ��� ������������� x � y �������#��� 
�����������: 

0
)(

11
22 �



�((

yxx
U xx  � .0

)(
2)( 2

2 �


�((
((�((
yxxy

UUU xyyyxx  
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J���� ����, .0
)(

�


�(
yxx

yU x  ��?���
 	
����� ������ ������: 

.,
pqq

Iy
pqp

Ix DD


�


�  

K��� � ������� 3.36 '������� I = 100 	����������, �� ����� 	
��-

��# ������ .100),(
pqp

qpxD


�  K��� '�	���������� I = 100 �, 

������, q = 9, �� ���
��� 	
����# ������ ���� 
pp

pxD

3
100)(


�   

� �.�. 

§ 3.19. G�������& *�����$� 
;��������� ������, � ������� ����������� ����� ���
���� n 

����� ������� X1, …, Xn. �
��� )...,,( 1 nppp �
�  – ������ ���, 

),...,( 1 nxxx �
�  – ������������� ������������ ����� �������, ��� pi 

– ����, � xi – ���������� ������ Xi (i=1, …, n). J�� � � ��
��� ��
� 
�������, ������� 
������������� ����������� �� ������ x�  '�����-
�� 	
������ ����'����� )(xu � . ;��������� ������� I, ����������� 
���
���� ������, �������� � ������������
 
������������# ���-
�� ������������. �
��� *),...*,(* 1 nxxx �

�  – ������������ ����� 
����������� ������
�� 	
����� )(xu �  �� ��������� 

�
�
�

��
)

.0,...,0
,...

1

11

n

nn

xx
Ixpxp

 

*
����� ������ ��������#��� ������,������: 

.*),(,...*,),( 11 n
D
n

D xIpxxIpx ��
��  

G�� 	
����� D
ix  ���#� ���
# ������� ����������� – �����-

���� '������� ���������� p1, …, pn, I, ��� ������� �
�����
�� 
����� ���� ����� ������
�� .*x�  
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;��������� ������ ��������� ���� ������ � ����������# 
������. �
��� ),...,( 1

����
nxxx �  – ����� �����
�� 	
����� 

nn xpxp  ...11  �� ��������� 

�
�
�

��
�

.0...,,0
,)...,,(

1

1

n

n

xx
Uxxu

 

<���� ����'��, ��x  – ����� ��,���� �����, ����������#��� 
��-
���� ����'����� U. *
����� ���������������� ������ ��������-
#��� 	���
����: 

,),(,...,),( 11
�� ��
n

CD
n

CD xUpxxUpx ��  

�� ����� ������� ����������� – ?�� ��������� '������� �������-
��� p1, …, pn � U, ��� ������� �
�����
�� ����� ���� ����� ����-
�
�� .��x  /�'����� 	
����� CD

ix  ���'��� � ���, ��� � ��
��� ����� 
��� ��������� ���������� 
������ const)( �� Uxu �  ��'����� 
��,� ��� 
��������� ������ I, ���������
#��� ������ ���� ���. 

/������� �� 	��������� ��'�����, ������������� ���������� 
����� �������� � ����������# ������ �� ��'����� ������������. 
���� ����'��� ?��, �����������, ��� 	
����� ����'����� �����-
�����, �� 
������ �� ������ ���������� � ��'������� ��� ����-
��������� 
��������� ���� ���
������. ������ �����, '������, 
��� 

 .)),(( UUpxu CD �
��  (3.95) 

&������������, ���� �� ����������� ����������� 
,)),(( UUpxu CD �

��  �� � ���
 ������������� )(xu �  ?�� ����������� 

����������� �� � � ��������� ����������� ����� ),,( UpxCD ��  �� ��-
��� � ?��� �� ����������� ��,���� �� ����� �������, ����� ��,�-
���, ��� ����� ),,( UpxCD ��  ��� ������������ ����������# .CDx�  
&����� ������������ ����'����� (3.95). 
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��������� ��������������� ��!�� ��� ��������� ��������-
��������� ������: ).,(...),(),( 11 UpxpUpxpUpI CD

nn
CDC ���

�  

:������ 3.27.  $��������� �����'� ���	��)���: 

�) )),,(,(),( UpIpxUpx CDCD �����
�  (3.96) 

�) ,))),((,(
1

IIpxupxp D
n

i

CD
ii �;

�

���  (3.97) 

�) ).,())),((,( IpxIpxupx DDCD �����
�  (3.98) 

& � � � ' � � � � � � � � � . �) *�����
�� ),,(,, UpxxUp CDCD ����
�  

CD
nn

CDC xpxpI � ...11   �  ).,( CDD Ipxx ���
�  

/��������� ����'���, ��� .DCD xx ��
�  �����������, ��� .DCD xx ��

�  

;��������� ����
 a�  � ������������ .,...,1},,min{ nixxa D
i

CD
ii ��  

<�� ��� )(xu �  �� 
������, �� .)()( Uxuau CD �)
��  ��������
 

,DCD xx ��
�  � Dx�  – ������������ ����� ������
�� 	
����� )(xu �  �� 

��������� 

�
�
�

��
)

,0,...,0
,...

1

11

n

C
nn

xx
Ixpxp  

����� ����������� .)()( Uxuxu CDD ��
��  G ���
 ������������� 

	
����� )(xu �  �� ����'�� Dxa��  �������� (���. 3.6) ����� ,b
�

 ��� ��-

����� ,)( Ubu �
�

 ��� ?��� .Dxb ��
�  = 
����� ��������������� ���� 

��� ����� 

....... 1111
CD

nn
D

nn Ixpxpbpbp )�  

B���, b
�

 – ����� ��,���� �����, ��� ,CDx�  �������� �� ��, ��� 

.)( Ubu �
�

 ���
������ ������������ ����'�����, ��� .DCD xx ��
�  
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CDx�

Dx�

a�  

b
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)��. 3.6 

�) *�����
�� ),,(,, IpxxIp DD ����
�  ).,(),( IpxxxuU CD

i
CD
i

D ��
�  

/���������� ; �
�

n
i

CD
ii Ixp

1
 ������������ ���
, Dx�  – ������������ 

����� ����������� ������
�� 	
����� )(xu �  �� ��������� 
.0...,,0,... 111 ��) nnn xxIxpxp  ��������������� ����������� 

; �
�

n
i

CD
ii Ixp

1
 ������������ ���
, ��� CDx�  – ����� ����������� 

�����
�� 	
����� nn xpxp  ...11   ��� 
������� ,)( Uxu �
�  

.0...,,01 �� nxx  <���� ����'��, �������� ������������ ��'���-

�����: ,
1

Ixpn
i

CD
ii �; �

 ��� �'������ �������������� (3.97). 

�) ��������� )),(( Ipxu ��  ������ U � (3.96), ����� 

)))).,((,(,())),((,(
1

IpxupxppxIpxupx CD
i

n
i i

DCD ���������� ; �
�  

���#��, ������'
� (3.97), ���
���� (3.98). 
/������ � ?���� �������, �� ������������, ��� ������� ����-

���	� � �������� � ���������������� ��) �������� ������-
	���� ����	�� �
�����	�
������ 
 ��"	���� ��	�
�� � .n

�  
L������, ��� ���#�� ���������� ����
�� ���
������ ���-

������ { : ( ) }.nx u x U� �
� ��  

=���
#��� ������� 
���������, ��� ����'������ ����������-
������� ������ �� ���� ����� ���������� ������� ���. 
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:������ 3.28.  *��� �� ������� ���������������� ������ 
CDx1 , …, CD

nx  ������������ � 	��� ),( Up� , 	� ��� ������ 
j = 1, …, n ��� 

 ).,(),( Upx
p

UpI CD
j

j

C ��
�

J
J  (3.99) 

& � � � ' � � � � � � � � � . *�����
�� Up,�  � ).,( Upxx CDCD ���
�  <��-

�� CDx�  �������� ������ ������
�� 	
����� )...( 11 nn xpxp 
  
��� 
�������: 

.0,...,0,)( 1 ��� nxxUxu �  
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i
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x
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x
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ii ��S  (3.101) 

B' (3.100) ����
��, ��� 
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i
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x
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= ��
��� �������, � 
����� (3.95) 

.0)(
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n

i j
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i
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i j

CD
i

i
j

CD

j p
x

p
xpU

dp
dxu

dp
d S�  

;��������� ������ ��������� ��������� �
���. K��� ,0�CD
ix  

�� ���������� (3.101) ����� .0�iS  K��� �� ,0�CD
ix  �� ��������
 

CD
ix  – ��������������� ��		�������
���� 	
�����, .0/ �JJ j

CD
i px  

���#�� ����
��, ��� 

 .0
1

�
J;

�

n

i j

CD
i

i p
xp  (3.102) 

������������ ����� 

.
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J
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J
J n

i j
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i

i
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j

n
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CD
ii
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C

p
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d

p
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:������ 3.29.  *��� ������� ������ ������������ � 
	��� ),,( Ip�  � ������� ���������������� ������ ��������-

���� � 	��� ),,( Up�  �� )),(( IpxuU D ��
� , 	� ��������	�� ��-

���'� ���	��)���: 

....,,2,1,),,(),(),(),( njiIpxIp
I

x
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p
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p
x D

i

D
j

j
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i

j

D
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J

J



J
J

�
J
J ����  (3.103) 

& � � � ' � � � � � � � � � . &�		�������
� (3.96) �� pj, � 
����� 
(3.99) ������� 
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I
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p
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L������ U �� )),(( Ipxu D ��  � ������'
� (3.97) � (3.98), ���
��� 

�������� 

),,(),(),(),( IpxIp
I

xIp
p
xUp

p
x D

j

D
i

j

D
i

j

CD
i ����

�
J

J


J
J

�
J

J  

�������, ��������, ?����������� (3.103). 
D�������� (3.103) ��'���#��� ���������� $�������. ����'-

������ j
CD
i px JJ /  �' ������ ����� 
�������� =�
����� ��'������� 

�������������� ����������� � ���'�������� .)/( compj
D
i px JJ  D���-

����� =�
����� � ����������� '����� �������� ���: 

 .
I
x

x
p
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p
x j

i
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i

j

i

J

J
�
""

#

$
%%
&

'
J
J

�
J
J  (3.104) 

=��������, ��� ���������� ������ ����� 
�������� =�
����� 
(3.104) ����������
#� ������������ ?		����� �'������� �����-
����������� ������: 

compj

i

p
x

""
#

$
%%
&

'
J
J   –  «?		���
 '�����», 

I
x

x j
i J

J
  –  «?		���
 ������». 

&������ �������������� «?		���� '�����» ��� �#��� ��
� 
������� Xi, Xj, ����������� ������������� � ��		�������
������ 
���� 	
�����, ������� �������� � �������� ����'���������. 

=������ ������,�� (3.100) � ���� 

,,...,1, nl
x
up l
l

l �
J
J

� S@  

����� ���� �����		�������
�� ������ 
�������� �� pj: 
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k klljj
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J
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J
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J
J

J
J

�
J
J ; S@@  (3.105) 
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&���� 
������ (3.105) �� i
CD
l px JJ /  � ����
����
�� �� l: 
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lk kl p
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p
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u S@  (3.106) 

��������
 0/ �JJ jl pp , ���� jl � , � 1/ �JJ jl pp , ���� ,jl �  

����� ����� 
�������� (3.106) ����� i
CD
j px JJ / . ������ ��������� � 

������ ����� (3.106) ����� 0, ��� ��� 

const).(0 ���
J

J
J
J; U
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dU

p
x

x
u

il i
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l
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&����, ���� 0�CD
lx  � ����� ,p�  �� ?�� ������,���� �������� � 

���� � � ��������� ����������� .p�  G��������� (3.101), 0�lS  � 

����������� p�  � 0/ �JJ jl pS  � ����� ����� .p�  K��� �� 0�CD
lx  � 

����� p� , �� �' ����������������� CD
lx  ����
��, ��� .0/ �JJ j

CD
l px  

��?���
 ��������� ��������� � ������ ����� (3.106) ����� ����� 0. 
G ����� ����� 
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,
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j
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k

lk kli
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j

p
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p
x
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u

p
x

J
J

J
J

JJ
J

�
J

J
;@  (3.107) 

��������
 ������ ����� (3.107) �� �������� ��� '����� ,ji V  

 .
compj

i

compi

j

p
x

p
x

""
#

$
%%
&

'
J
J

�"
#

$
%
&

'
J

J
 (3.108) 

=������������� «?		���� '�����» ����'���. 
���#�� �������� ������������ ����
#���� �����������. 
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���������� . *��� �� ���	���� �����	� �� � ��!���� 
�������	�� ������	�� ,0)/( �JJ compji px  	� 	����� Xi, Xj ����-
���	�� ���
������	�����
 (�� ������ �����	�). *��� � 

,0)/( �JJ compji px  	� 	����� Xi, Xj �������	�� ���
�������	��-
�
�
. 

;�'
������, ����� ���� �� ���� ����������� �'����'������-
��� � �'�����������#��� ������� � ��' ������ �� ���������-
����� «?		���� '�����», ��'��� ������ Xi, Xj �'����'����������, 
���� ,0)/(,0)/( �JJ�JJ compijcompji pxpx  � �'�����������#����, 
���� �������#��� ��������������� �����������. 

B' (3.104), (3.108) ����
��, ��� 	
����� ������ D
n

DD xxx ,...,, 21  

����������#� ����
#��� 
���������: 
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�������, ��� ��, ��� � (3.104), ��'���#��� 
���������� =�
�����. 
D�������� (3.107) � ��
��� ji �  ���
���#� ��������
# ?��-

��������
# ������������#. ������,�� (3.107), ������'
� ������ 
��		��������: 
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p
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p
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p
x @  

<�� ��� )(xu �  – ����
��� 	
�����, �� 0)(2 )vud �  ��� �#���� v�  
���������� ������������ 
������ ����
����� (������� 3.18). ��-
�#�� )0( �@  ����� 

.0)
J

J
�"

#

$
%
&

'
J
J

i

CD
i

compi

i

p
x

p
x  

<���� ����'��, �� ���,�� � ����
#���
 
���������#: ���-
������������ ����� �� 	���� � ������	�	 ��� �������� �� 
���. K��� ������������, ��� ����� Xi �������� �����, �.�. 

,0/ �JJ IxD
i  �� ��������� 
���������� �������� ������������ � � 
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����,���� ������������������� ������. &������������, �' 
���-
����� =�
����� (3.104) ����� 
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I
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p
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p
x D

iD
i
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D
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D
i  (3.109) 

G����� � ��� ����������� (3.109) ����� ���
,����� ��� ����-
����! ������� (��
��� ),0/ �JJ IxD

i  �.�. ��� ������������ 
���-
���� ���� ���� ��'����� 
��������� ������ (��. '����
 ����). 


����� 3.37.  ����'����� ������ ������� X � Y ������������ 
	
������ yxyxu lnln),( � . &�� ������ I � ��� �� ������ yx pp ,  
����
����: 

�) ����� ����� �� X � Y; 
�) ����� ���������������� ����� �� X � Y; 
�) ��������, ����#��� �� ������ X � Y �'����'����������. 
; � , � � � � . �) ���� ����� ����
 ������
�� ),( yxu  ��� �#�-

������ ����������� Iypxp yx ) , �������� 	
����# @������� 

)(lnln yx ypxpIyxL 

� @  

� ���������� �� ������� ����'������ �
�#: 

 .0,0 11 �
�(�
�( 


yyxx pyLpxL @@  (3.110) 

������
�� �����, ����� ����������� 
������: 

 .0,0)( ��

 @@ yx ypxpI  (3.111) 

B' (3.110), (3.111) �������: .)2(,)2(,2 111 


 ��� yx pIypIxI@  
<���� 

))2(,)2((*)*,( 11 

� xx pIpIyx  


������������ 
������� (3.110), (3.111) � �� ������� 3.25 �������� 
������ ����������� ������
�� 	
����� ����'����� ��� �#����-
��� �����������.  
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<���� ����'��, ����� 	
����� ������: 
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�) ���� ����� �����
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����� yx ypxp   ��� 
������ 
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����# @������� 
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� @  

������
��, ����� ����������� 
������: 

 ,0/,0/ �
�(�
�( ypLxpL yyxx @@  (3.112) 

 .0,0)ln(ln ��
 @@ Uyx  (3.113) 

B' (3.112), (3.113) �������: 
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����� 
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�.�. ������ X � Y �'����'���������. 


����� 3.38.  ����'����� ������� X, Y, Z '������� 	
������ 

}).,ln(min{ln),,( zyxzyxu �  

"
�
� �� ������ Y, Z �'����'����������? 
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; � , � � � � .  �
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�.�. ������ Y, Z �'�����������#���. 
=���
#��� '����� ����������
�� 
���������
# ��'��������: 

��� ��������� 
������� ������� ��� �������� � �������� 
������! *
����� ����'����� ��� ?��� ����		�������
���, �� �� 
����� «��������» � ����������� ������� 	
����� ������. 

+����.  ��������, ��� � ������ � ��
�� �������� X, Y � 
	
������ ����'����� u(x, y) = min{2x + 2y – 8, y} 	
����� ������ 

),,( Ippx yx
D  
������������ ����
#��� ������,�����: 

,3)3,1,3/1( �Dx  .5,3)3,1,7/4( �Dx  

D � � ' � � � � . B�����'
��� ���	������� ����� � ������������ � 
���. 3.7, ���: 

AB – ������, ������#��� �������, � ������� u = 2x + 2y – 8, �� 
�������, � ������� u = y; 
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CE1, CE2 – ����'��, ����������#��� ������ ������� �� ����-
�����# 3 � ��
� ��������� ��� (px = 1/3, py = 1 � px = 4/7, py = 1); 

D – ����� ������ ��� ����� px = 1/3, p y= 1; 
FDG – ����� 
����� u, ���������� D. 

 
 A 

 F 

 C 
 G D

 

 B  E2  E1  O 

 y 

 x

 

)��. 3.7 

D��������� ������ �� �����, ��'������ 
���������� ��� ����, 
��'������� ����	�� #������. &����� ?		��� ����� ����#-
������ � ?������������ ����������. G �������� ������� ������ 
�������� ���
���# � B������� ����� XIX ����, ����� �������� 
����� ��� ��������� ��
��� �����	���. G ��
���, ����� ���� �� 
�����	��� ����,�����, ��������� ����'������� �� ����������� 
����, ��� ��������� � 
��������# ������ �� �����	���. 
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����� 4  

�
)�������PH 	�:��)�� 
	 ��� 
)	��Q��	R 

§ 4.1. �����������"� ��#�$��� � �$� �����#�� 

1. 
�����,�����& � �����������"� ��#�$��� 

G ����������, ��� � � �� �����������, ����� ��'������ '�����, 
�������� ���, ������� ��,����� � ��		������������ ����������, 
� ������: ���� 	
����� y = f (x), ����� 	
����# y = F(x), ���
#, 
��� F ((x) = f (x). 


����� 4.1. &������� 	����������� ��������� ������� – 
?�� ������� �'������� �� �������, ������� ����� ������������� 
��� �����������. �
��� K(t) – ?�� '���������� ��F��� ��������� 
������� �� �������, ����� ����'������ �� ������� dK/dt – ?�� ���-
����� 	����������� ��������� �������, �����
# ����� �������-
������ ��� ��, ��� �������� ������ �������� ������� I(t). K��� ��-
�� 	
����� �������� ������, �� ��'������ '����� ��������� 	
��-
��� ��������� �������, ������� �������� � �������� ���������� 
	
����� �� �� ����'������. 

<���� �������� ��'������� ��	����������, � ��'��� ������-
����, �'
��#��� ������ ������ 	
����� �� �� ����'������, – 
��	����
��� ���������. 

����� �' ������� ������� ������������� ���������� �������� 
������� ������������.  

���������� . /������ y = F(x) ������	�� ����������	�� 
��� ������� y = f (x) �� ������	� X, ��� ��� ������ x � X ��-
�����	�� �����	�� 

F ((x) = f (x). 
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����� 4.2. �
��� f (x) = cos x, ����� '� ���������'�
# ����� 
�'��� F(x) = sin x, ��������
 (sin x)( = cos x. 


����� 4.3. �
��� f (x) = x2, ����� ����� �������� F(x) = ,
3

3x  

��������
 � � .
3

3
33

2
233

xxxx
��

(
�

(

""
#

$
%%
&

'  

L������, ��� � ������� 4.2 �� ����� ������ sin x � �������� 
���������'��� �'���, ��������, F1(x) = sin x + � ��� F2(x) = sin x –

 200, ��������
 (sin x + �)( = cos x, � ����� ��� �� (sin x 
 200)( = 
= cos x. 

:������ 4.1 (�� ����� �
�� ����������	��). *��� F(x) – ��-
���������� ��� ������� y = f (x) �� ������	� X, 	� �� ������-
����� ��� ������� y = f (x) ���	 ��� F(x) + C, �� C – ��������
-
��� ���	������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� F(x) – ���������'��� ��� f(x). <�-
��� ����������� ��������� F ((x) = f (x). &�� �#��� ���������� C  

(F(x) + C)( = F ((x) + 0 = f (x), 

� ?�� �'������, ��� F(x) + C – ����� ���������'��� ��� f (x). 
�������, �
��� �����
 � ������ ���������'��� F(x) 	
����� 

F1(x) – ����� ���������'��� ��� f(x). <���� �������#��� ���������  

F1((x) = F ((x) = f(x), 

���
�� (F1(x) 
 F(x))( = 0. <���� �� ������� 2.10 ��'����� ?��� ��
� 
���������'��� �
��� ������������ ����� ��������� 

F1(x) 
 F(x) = C, 

��� 

F1(x) = F(x) + C, 

��� '����,��� ����'��������� �������. 
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A�� ������� ��'������ ������ �������� ������� ������������� 
����������. 

���������� . *��� F(x) – ������������ ��� f(x), 	� ����-
��� F(x) + C, �� C – ��������
��� ���	������, ������	�� 	�-
��������		�� 
	��"����� �	 ������� f (x). 

/������������� �������� ���'�������� W dxxf )(  (�������� 

“�������� ?	 �� ��� �? ���”). <���� ����'��, 

.)()( CxFdxxf �W  

L��� W  ��'���#� ������ ��	�����, 	
����# f (x) – �����	-

����
��� �������, f (x)dx – �����	����
��� ��������, C – 
���	������ ��	����������. =����� ,)(W dxxf  ����� ����'��, 

���'������ ��������� ���� ���������'��� ������ 	
�����.  
��������� 	
����� �� �� ����'������ ���, ��� �� ��, ������-

��� ��������������� ��������� �� ������ ��������������� 	
��-
���, ��'������� ��	���������� ������ 	
�����. B����������-
��� �������� ���������, �������� � ��		������������#. ���� 
���������, ��������� �� ��������� ��������������, ���� �'��� 
����'����
# �� ���
������� ��'
������ � 
��������, ��� ���
���� 
��������������� 	
�����. 

J�� ������ �������� ��������, �������������� – ����� ������� 
��������, ��� ��		�������������. !� �����
���� � �������-
����# ������� ��������������� ��������� � ������� �������-
�������. 

2. *����#�� ������������$� ��#�$���� 

1. ����������� ����������� ��	����� ����� �����	-
����
��� �������; ���������� �	 ����������� ��	����� 
���� �����	����
���� ��������, 	.. 

� � .)()(),()( WW ��
(

dxxfdxxfdxfdxxf  
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&������������, 

� � � �� � ),()( xfCxFdxxf �(�
(

W  

� � .)()()(W W �
(

� dxxfdxdxxfdxxfd  

2. 5��������� ��	���� �	 ����������� ���	���� 
������� ���� �	�� ������� ���� ��������
��� ���	������, 	.. 

.)()(W � CxFxdF  

��������
 dF(x) = F ((x)dx, �� .)()()(W W �(� CxFdxxFxdF  

3. ���	������ �����	�
 ����� ����	� ��-��� ����� ���-
�������� ��	�����, 	���, ��� k � 0, 	� 

.)()(W W� dxxfkdxxkf  

4. 5��������� ��	���� �	 ����� ������� ���� ���� 
��	������ �	 �������!, 	.. 

� � � �� � � � � � .2121 WWW � dxxfdxxfdxxfxf  

&������������, ��		�������
� ���
# ����� ���������, ���
-

��� �� �������
 1 � � � �� �� � � � � �,2121 xfxfdxxfxf �
(

W  � ����'������ 

������ ����� 

� � � �� � � �� � � �� � � � � �,212121 xfxfdxxfdxxfdxxfdxxf �
(


(

�
(

 WWWW  

��� ��� ����'������ �����, ��� � ����������� ���������. 
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3. :�,���� ������"! ��#�$����� 

�������� ������
 �������! ��	������. ���� 	���
� ?��� 
������� ��������������� ����
�� �' ������� ����'������. 

 
I. .W � Cxdx  II. ,

1

1

W 


�


C
a
xdxx

a
a  a � 
1. 

III. .lnW � Cx
x

dx  IV. ,
lnW � C

a
adxa

x
x  .W � Cedxe xx  

V. .sincosW � Cxx  VI. .cossinW 
� Cxx  

VII. .tg
cos2W � Cx

x
dx  VIII. .ctg

sin2W 
� Cx
x

dx  

IX. .arcsin
22W �



C

a
x

xa

dx  X. .arctg1
22W �


C

a
x

axa
dx  

XI. .0,ln
2
1

22 �




�

W aC

ax
ax

aax
dx  XII. .ln 2

2
Ckxx

kx

dx
�


W  

 
��������, ��������, �������������� 	���
�� III. &������-

������, ��� x > 0 ln|x| = lnx � (lnx)( = 1/x, � ��� x < 0 ln|x| = ln(
x), 
��� ��� (ln|x|)( = (
x)(/(
x) = 1/x, ��� � ����������� ���
����. 

�������� ��� �������������� 	���
�� XI. ����
# ����� 
���������� � ����  

� �axax
a



 lnln
2
1  + C 

� ����� ��		������������� ����� 

,1
2
111

2
1

2222 axax
axax

aaxaxa 

�






�"
#
$

%
&
'







 

��� ��������� � ��������������� 	
������. 
B��������, ������������ � ?��� �������, ������� ��'����� 

	���������. 
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�����  4.4. /���� .532
3

3 2

W
 dx

x

xx  

; � , � � � � . ;�'����� �������� ��������� �� '���������� � 
�������� ������� �������� 3 � 4, � '���� ��������� ���������  
II � III: 

W
 dx

x

xx
3

3 2 532
�� W W W





x
dxdxxdxx 532 6

5
2
3

 

Cxxx




�




||ln5

6
13

2
12

6
1

2
1

.||ln5184 6 Cxxx 
�  


�����  4.5. /���� W  24 xx
dx . 

; � , � � � � . =������ �������'
�� �������������
# 	
����# 

� � 1
11

1
11

2222

22

24 

�





�
 xxxx

xx
xx

. 

<����� '���,�� �������� �������� ��� ��'����� ��������� ����-
������ II � X (��� a = 1): 

W  24 xx
dx = .arctg1

11 2
2

22 Cx
xx

dxdxx
x

dx
x
dx



�



�



W W WW 
  


����� 4.6. /���� W xx
xdx

22 cossin
2cos . 

; � , � � � � . B�����'
� 	���
�
 cos 2x = cos2x 
 sin2x, �������-
��� ������ �������� � ���� ��'����� ��������� ����������  
VIII � VII: 

W xx
xdx

22 cossin
2cos  = .+tgctg

cossincossin
sincos

2222

22
Cxx

x
dx

x
dxdx

xx
xx



�
�



W WW  
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§ 4.2. /�#�" ��#�$��������& 

1. 	�#�$��������� ��#��� �����" ���������� 

G� ������ ��
���� �������� ����� ���������� ��'������ 
�-
������� ��������������� ��������� � ������ �������� � �������� 
���������� ���������. <���� ����� ��'������� ������� ����� 
�������. �� ������� �� ����
#��� �������. 

:������ 4.2. ���	
 ������� x = � (t) ������� � ������-
������ �� ������	� T � X – �����	��  �������, �� ��	�-
��� ������� ������� f (x). ����� ��� F(x) – ������������ ��� 
f (x) �� X, 	� F(� (t)) – ������������ ��� f (� (t))� ((t) �� T, 	.. �� 
�����	� T �������	�� �����	�� 

 � � .))(()(
)( WW (�

�
dtttfdxxf

tx
��

�
 (4.1) 

& � � � ' � � � � � � � � � . �� ������
 ��		������������� ����-
��� 	
����� ����'������ ����� ����� ��������� ����� 

Ft((� (t)) = Fx((�(t))�� ((t) = f (�(t))� ((t), 

��� ��������� � ��������������� 	
������ � ������ ����� �����-
����, ?�� � ����'����� ��������� (4.1). 

*���
�� (4.1) ��'������� �������� ����� ������� � ���-
������� ��	����. 


����� 4.7. /���� .
1

dx
x

x
W 

 

; � , � � � � . &�� ���� ����� �'�������� �� ����������������, 
�������� '����
 ���������� x = t2, .xt �  <���� dx = 2tdt � ��, 
�������� ������ ��� 

dx
x

x
W 1

= � � .arctg2
1

2
1

112
1

2
22

2

2 Ctt
t

dtdtdt
t

t
t
tdtt


�"
#
$

%
&
'



�





�


�
W W W W  

G�'�������� � ���������� x, ������������ ���
��� 

dx
x

x
W 1

 = � � .arctg2 Cxx 
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����� 4.8. /���� .4 2W 
 dxx  

; � , � � � � . L���� 
����� ��������� 	�������	������� ��-

��� x = 2 sin t, 
2

0 �
)) x . &������������, ����������� ��������� 

��������� ���  

4 
 x2 = 4 
 4sin2t = 4(1 
 sin2t) = 4cos2t, � dx = 2 cos t dt, 

��� ��� ����� 

W 
 dxx24 = .cos22cos2cos2 2W W�� tdttdtt  

�������� ����������������
# 	���
�
 “��������� �������”: 
2cos2t = 1 + cos2t, ���
��� 

W 
 dxx24  = 2 � �W  dtt2cos1  = 2t + sin 2t + C. 

���� ����� ������������� �����, ������#��� �������������� 
�������� ����' ��������
# x, ����'�� t �' 	���
�� '����� ����' 

x: 
2

arcsin xt �  � '������, ���  

sin 2t = 2 sin t  cos t = x�
4

1
2x


 = .4
2
1 2xx 
�  

<���� ����'��, 

W 
 dxx24 = .4
2
1

2
arcsin2 2 Cxxx


�  

������ ��
���� ������� 4.2 �������� ����
#��� �������, 
����� ������'
���� �� �������� (������� ����� �������). 

:������ 4.3. *��� ,)()(W � CxFdxxf  	�  

� � .)(1 CbaxF
a

dxbaxf �W  

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 283

& � � � ' � � � � � � � � � . ������� t = ax + b, ����� dt = adx, ���
-
�� ,1dtadx 
�  ��� ��� ,)()()( 11WW �� 

 CtFadttfadxbax  �, ��-

����� x ����' t, ���
��� ��, ��� � �����������. 


����� 4.9. /���� � � .12 4W  dxx  

; � , � � � � . !����, �������, '������� �������������
# 
	
����# ��� ������� �� x, ��'���� 2x + 1 � �������
# �������, �� 
?�� �
��� �������������, ��������
 ����� ��������� ������
# 
'����
: 

� � � � � � � � � � .
10

12
5

12
2
11212

2
112

55
44 CxCxxdxdxx 


�


��W W  


����� 4.10. /���� .
52W x

dx  

; � , � � � � . G������'
���� ��������� ���������� III: 

.lnW � Cx
x

dx  

<���� 

W  52x
dx = .52ln

2
1 Cx   

*���
��� '����� ���������� (4.1) ����'
#��� � ������ ����-
��, � ����� ?��� ����� ��'���#� ������ ������� “���������� ��� 
��		��������”. 


����� 4.11. /���� .tgW xdx  

; � , � � � � . B���� 

� � .cosln
cos
cos

cos
sintg W WW 
�
�� Cx

x
xddx

x
xxdx  

:��������� ��������� �������� �� ctg x. 
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2. /�#� ��#�$��������& �� ���#&� 

!���� �������������� �� ������ ������� �� 	���
�� ��		�-
������������ ����'������� ��
� 	
�����. 

:������ 4.4. ���	
 u(x) � v(x) – �� ������������ 
������� �� ������	� X. ����� �� X �������	�� ������� ��-
	���������� �� ���	�� 

 .W W
� vduuvudv  (4.2) 

& � � � ' � � � � � � � � � . B���� 	���
�
 ��� ��		��������� 
����'������� 	
����� uv: d(uv) = udv + vdu. B�������
� ��� ����� 
���������, ���
��� ����� uv �� �������
 2 ��������������� ����-
�����, � ������ �
��
 ����������, ��� ��� 

,WW � vduudvuv  

���
�� ����� ���
������ 	���
�� (4.2). 
A�� 	���
�� ��'������ ������ ���������� ��������������� 

��������� Wudv  � ��������������
 ��������
 ,W vdu  ������� ��-

��� ���'����� ����� �������. 


����� 4.12. /���� .cosW xdxx  

; � , � � � � . ������� u = x, dv = cos xdx. <���� du = dx, � 	
��-
��� v ��������� ��������������� ,cosW� xdxv  ��� ��� ����� ��-

������ v = sin x. ���������� � 	���
�
 (4.2), ���
��� 

.cossinsinsincosW W ��
�� Cxxxxdxxxxdxx  


����� 4.13. /���� .lnW xdx  

; � , � � � � . D����� ��� ����������� �������� ��������� � 
���
 �����
, ������� ��������������� '����� ������������� ���-
����. B���, 

.lnln
,

,ln
ln WWW 
�
��

���

��
� Cxxx

x
dxxxx

xdxv
x

dxdu

dxdvxu
xdx  
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B����� ����� �������������� �� ������ ���������� �������-
������ � ������� '����� ����������, ��� � ��
��� �������������� 
�������� ?����������� 	
����� y = arcsin x � y = arctg x. 


�����  4.14. /���� .arcsinW xdx  

; � , � � � � . B���� 

.
1

arcsin
,

1

,arcsin
arcsin

2
2

WW




��
�



�

��
�

x

xdxxxxv
x

dxdu

dxdvxu
xdx  

&�� ���
���,����� ��������� �������� '����
 ����������  
t =1 
 x2, dt = 
2xdx, ���
�� xdx = .2

1 dt
  ��?���
 

W

 21 x

xdx = .1
2
1 2W 

�
�
 CxCt

t
dt  

������������ ����� 

.1arcsinarcsin 2 Cxxxxdx 
�W  

L������, ��� ��������
 C – ����'������� ����������, �� ���
-
��#����� 	
����� �� C ����� ���'������ ��-�������
 C. 

B����� ��� ���������� ��������� ����� �������������� �� 
������ ���������� ��������� ������������. 


����� 4.15. /���� .2W dxex x  

; � , � � � � . 

��
�����
��

�� WWW xdxeexedxevxdxdu
dxedvxudxex xx

xx

x
x 2,2

, 2
2

2  

� ��
�
�
��

��
��
� WW dxeexex

evdxdu

dxedvxu
dxexex xxx

x

x
xx 2

,

,
2 22  

.222 Cexeex xxx 
�  
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G '���#����� �������� �������� 

� �W


� nn
x

dxI
12

, 

��� n – ���
������� �����. ��� n = 1 �� ����� ��������� ����-
���� X (a = 1): 

I1 = arctg x + C. 

�
��� n > 1. ���������� 1 � ��������� � ���� 1 = x2 + 1 
 x2, ��� 
��� �������� In �������������� � ���� ��'����� ��
� ����������: 

� �W



� 
 nnn
x

dxxII
12

2

1 . 

G� ������ ��������� �������� ����� �������������� ��  
������ 

� �
� �

� � � �� �
�




�


��


��

�


W
W 
122

2

2

2

112

1

1
,

1
,

1
nn

n

n

xnx

xdxvdxdu
x

xdxdvxu

x

dxx  

= (��� ���������� v ��������� '����
 t = x2 + 1) = 

� �� � � �
.

12
1

112
112 

 







� nn I
nxn

x  

���������� ��������� �������� � 	���
�
 ��� In, ���
��� 

� �� � � �
,

12
1

112
1121 


 







� nnnn I
nxn

xII  

�.�. �������� In ���������� ����' �������� ������ �� ���� � �����-
��� �� 1 ����,�. X���, ��� '� �������� ����� ,���� �� ������ �� 
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��������� I1 �, �������������, ����'�� In � ���� ��������� ?�����-
������ 	
�����. 

*���
�� ������ ���� ��'���#��� ������	����. 


����� 4.16. /���� 
� �

.
1

22W
x

dx  

; � , � � � � . B���� 

I2 = I1 + � � 12 2
1

12
I

x
x





 = � � .
12

arctg
2
1

2 C
x

xx 


  

§ 4.3. 	�#�$��������� ����#��"! ������� ������� 

G ������
��� �������	�� ���� ,�� �� ����� ������� �����-
���������. &���� �� ���������� �������������� ���������� 
������� 	
�����. 

1. 	�#�$��������� ����������"! ������� 

;��������� �������� ���� � �W dxxR , ��� � �xR  – ?�� ���������-

��� 	
�����, �.�. 	
�����, �����
# ����� '������� � ���� ����-
,���� ��
� �����������: 

� � � �
� �xQ
xPxR � . 

K��� ?�� ����� �������
���, �.�. ������� ���������� P(x) �� 
����,� ������� ���������� Q(x), �� ����� ��������� ������� � 
�������� � ����������� R(x) � ���� �
��� ���������� ���������� 
� ������
��� �����. 


����� 4.17. /���� W 
 42

3

x
dxx . 
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; � , � � � � . ;����������� 	
����� � �
42

3



�

x
xxR  – ���������-

��� �����, ��?���
 ������� �� ������ ��������� ������� � ��-
������:  

 

x2 
 4

4x

x3

xx3
 4x



 

�.�. x3 = (x2 
 4)�x + 4x, ��?���
 �������������
# 	
����# ����� 

����������� � ���� 
4

4
4 22

3



�


 x
xx

x
x . <���� ����'��, ���
��� 

.4ln2
24

4
4

2
2

22

3
Cxx

x
xdxxdx

x
dxx


�



�

 WWW  

(&�� ���������� ��������� �� ������� ���������� ��������� 
'����
 ���������� t = x2 
 4.) 

<���� ����'��, ����� �������, ��� ������������ 	
�����  
R(x) ������������ � ���� ���������� �����. G �
��� ������� ����-
'������� ����
#��� �������. 

:������ 4.5. 2����� ������
��� ����
 ���	 ��	
 ���-
�	����� � ��� ����� �������!
$ ����� ����  

ax
A



, 
� �nax

A



, 
qpxx

NMx



2 , 

� �
,

2 n
qpxx

NMx



  

�� A, M, N, a, p, q – ���	��	�
�� �����. 


����� 4.18. /���� .
4
4

3

2

W 

 dx

xx
x  

; � , � � � � . ;�'����� '���������� ��������������� �����-
������� 	
����� �� ���������: x3 
 4x = x(x2 
 4x) = x(x 
 2)(x + 2). 
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=������� ������� 4.5 ���������� ����� ������ ��'�������� � 
�
��
 �������,�� ������ 

224
4

3

2






�





x
C

x
B

x
A

xx
x . 

/����� ��?		������� A, B, C. G������'
���� ��� ?���� ����-
���, ������� ��'���#� �	���� ���������! ���������	��. 
: ������, �������� ����
# ����� ��������� � �����
 '��������-
�# � ���������� ���������: 

x2 + 4 = A(x 
 2)(x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(x 
 2). 

L������, ��� 
 ������� ���������� � ������ ����� ���
����
�� 
� �������� ���� �����������, ��� ��� ��� ����������� ������ 
'���������� ��� ��������� ������ �����, ����� ������, ��������� 
� �
��: 

x = 0: 4 = A(
2)�2, A = 
1; 

x = 2: 8 = B�2�4, B = 1; 

x = 
2: 8 = C(
2)�(
4), C = 1. 

<���� ����'��, ������� ��'������� �� �������,�� �����  
����� ���: 

2
1

2
11

4
4

3

2










�





xxxxx
x , 

��� ��� �������� �������������� � ���� �
��� ����������, ������� 
����� ��������� 

.2ln2lnln
224

4
3

2

W W WW 

�







�


 Cxxx

x
dx

x
dx

x
dxdx

xx
x  


����� 4.19. /���� .
2

44
23

2

W 

 dx

xxx
xx  

; � , � � � � . ;�'����� '���������� �� ��������� 

x3 
 2x2 +x = x(x2 
 2x + 1) = x(x 
 1)2. 
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=������� ������� 4.5 ��������������� 	
����� ��'������� �� 
�
��
 �������,�� ������: 

� � � �
.

111
44

22

2







�





x
C

x
B

x
A

xx
xx  

<�� �� ��� � ������� 4.18, �������� ����
# ����� ��������� � 
�����
 '���������# � ���������� ��������� 

x2 + 4x + 4 = A(x 
 1)2 + Bx(x 
 1) + Cx. 

��������� �� ������� ����� '���������� x = 0 � x = 1 � ������: 

x = 0:  4 = A,  A = 4; 

x = 1:  1 + 4 + 4 = C,  C = 9. 

&�� ���������� B ������ �� �������! ������ ��������
 ���-
������� � ����� � ������ ������ ����� ������������, �� 
 ��� 
����� ��?		������� ��� ���������� �������� x. ����������� ��-
?		������� ��� x2, ���
��� 

1 = A + B, 

���
�� B = 
3. <���� ����'��, ������� ��'������� �� �������,�� 
����� ����� ��� 

� � � �
,

1
9

1
34

1
44

22

2










�




xxxxx

xx  

��� ��� �������� ����� �
��� ���������� 

� � � �

.
1

91ln3ln4

1
9

1
34

1
44

22

2

C
x

xx

x
dx

x
dx

x
dxdx

xx
xx








�

�








�




WWWW
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����� 4.20. /���� 
� �

.
1

22W
xx

dx  

; � , � � � � . ;����������� ����� 
� �22 1

1

xx
 – ����������, � �� 

��'������� �� �������,�� ����� ����� ��� 

� �22 1

1

xx
=

� �222
11 








x

EDx
x

CBx
x
A . 

=�������� ��������� ������ � ����� ������ ���������, ��-
�
��� 

1 = A(x2 + 1)2 + (Bx + C) x (x2 + 1) + (Dx + E) x. 

G ?��� ��
��� 
 ��� ������� ������ ���� �������������� ��-
���� x = 0, ?���� ���������� ��� ���������� ������ ������ ��?	-
	������� A: 

1 = A,  A = 1. 

&�� ���������� ��������� ��?		�������� �������� ������ � 
������ ����� ��������� � '���,�� �� � ���� ���������� ��������� 
�������: 

1 = (A + B)x4 + Cx3 + (2A + B + D)x2 + (C + E)x + A. 

=�������� ��?		������� ��� ���������� �������� x � ����� � 
������ ������, ���
��� ������
 
�������� ��� ���������� ����-
���������� ��?		��������: 

4 3 2: 0; : 0; : 2 0;x A B x C x A B D � �   �  

1:;0: 01 �� AxECx . 

���#�� ���'
 ������� A = 1; B = 
1; C = 0; D = 
1; E = 0. B������ 
��'������� ����� ��� 

� �22 1

1

xx
=

� �
.

11
1

222











x

x
x

x
x
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=������������, 

� � � �
.

111
22222 WWWW







�

 x

xdx
x
xdx

x
dx

xx

dx  

G����� � ������ �������� ������ ������� ���������� '������ t = 
= x2 + 1, dt = 2xdx, � ������������ ���
��� 

� �W


22 1xx

dx = � � � � .
12

11ln
2
1ln 2

2 C
x

xx 



  

2. 	�#�$��������� #��$�����#�������! ������� 

D������������ ������������������ �����������. = ������# 
����� '����� ���������� ��������� ����  

� � ,cos,sinW dxxxR  

��� R – ��������� ������������ 	
�����, �������� � ��������
 �� 
������������ 	
�����, �, �������������, � ��� ����� ��������� 
������, ������������� � ������
��� �
����. 

: ������, �������'
���� 	���
����, ������#���� ���
� � 
�����
� ����' ������� ����������� ���
����� 

2
tg1

2
tg1

cos,

2
tg1

2
tg2

sin
2

2

2 x

x

xx

x

x




�


� , .�� ��
 x  

K��� �� ������� 
2

tg xt � , �� ������� x ����' t, ���
��� 

x = 2arctg t,  dx = 21
2

t
dt


. 

��?���
 

� � .
1
2

1
1,

1
2cos,sin 22

2

2 t
dt

t
t

t
tRdxxxR

""
#

$
%%
&

'





� WW  
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<���� ����'��, '����� ������� � �������������# ���������-
��� 	
�����. ;�'
������, ����� ���������� ��������� ������ 

�
��� ����
���� � ���������� x, �.�. �������� 
2

tg xt � . 


�����  4.21. /���� .
cos7sin48W 
 xx

dx  

; � , � � � � . �������� 
����������
# ����������������
# 
����������
: 

W 
 xx
dx

cos7sin48
= W 









2

2

2

2
1
2

1
17

1
248

1
t

dt

t
t

t
t

= 

=
� �

.
3
5ln

14
14ln

2
12

14
2

158
2

22 C
t
tC

t
t

t
dt

tt
dt







�






��




�

 WW  

L���� �� �������'������� ��������� ���������� XI. �������-

��� 
2

tg xt � , ������������ ���
��� 

W 
 xx
dx

cos7sin48
= .

3
2

tg

5
2

tg
ln Cx

x







 

B�����, ������ �' ���� ��������������� 	
�����, ����� ���-
����'������� ��
��� '������. 


�����  4.22. /���� .
sin
cos

4

3

W dx
x
x  

; � , � � � � . G������� '����
 ���������� t = sin x. �������� 
���������������� ��������� ����� ����������� ����
#��� ��-
��'��: 

cos3xdx = cos2x�cosxdx = (1 
 sin2x) d(sinx) = (1 
 t2) dt. 

��?���
 ����� 

W dx
x
x

4

3

sin
cos = .

13
1 13

24
244

2

W W W W W 








�
�
�
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t
dtdt

t
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G�'�������� � ���������� x, ���
��� 

W dx
x
x

4

3

sin
cos = .

sin3
1

sin
1

3 C
xx


  


����� 4.23. /���� .
cos5cossin4sin 22W 
 xxxx

dx  

; � , � � � � . B���� 

W 
 xxxx
dx

22 cos5cossin4sin
=

� �
� � .

5tg4tg
tg

5tg4tgcos 222 WW 

�



�

xx
xd

xxx
dx  

<����� ����, ��� 
����� ��������� '����
 ���������� t = tg x. 
B������� ������ ��� 

� �
� �W W 
�



�



.2arctg

1254 22 Ct
t

dt
tt

dt  

<���� ����'��, 

W 
 xxxx
dx

22 cos5cossin4sin
= � � .2tgarctg Cx 
  

3. 	������������ ������������ � ��#���#������! 
�����������. ��,���-���& ��#�$���" 

B' ������
���� ����, ��� ���������� �������������� ����-
������ – '�����, �
��������� ����� ������� �� ��������# � ��	-
	��������������. K� ��,���� ����� ���������, �������� ����-
���������� ����������� � �����#������ ���������, �����, ��-
������, ��� Scientific WorkPlace. G ?�
 ��������
 ������� ���-
������� ���������, ������� ��'������, � ���������, �������� 
����'������ � ���������'��� 	
�����. /��� ��������� ������� 
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���������� ���������'��� � ������# ?��� ���������. L���� 
����� 
��'��� ������ 	
�����, � ������ – �� ���������'���, ���-
������ � ������# Scientific WorkPlace:  

� � 22 12

31arctg
11

1

xx

x

xxx 



�


�
W , 

2
tg1

2
sin1 xx
dx



�

W . 

L����� ���������� ���������'��� ?����������� 	
����� – ?�� 
������ '��������� �������������� ��������, ������� ���'����� 
����'��,���� ������������� (������ ���� '����� ��,���� �����-
��������� 
�������� � ���������). ���'�����, ��� ����� ������ 
?����������� 	
����� ����������
���, �.�. ���������'��� ����� 
	
����� �� ����#��� ?������������ 	
�������. <�����, �����-

���, 	
����� 
x

x
x

e x sin,
ln
1,

2
  � �.�. ������, ��� �� 
����� ����� � 

?��� �����, ����� ���������'��� �
�����
#� � ����#� '��������-
�
# ���� � ���������� � �� �����������. =������� ?��� 	
����� 
����,� �'
����, �
�����
#� ��������� ������� �� '�������, 
����� ����������� �� ���	��� � �.�. 

K��� ���������'��� �� �������� ?����������� 	
������, �� ��-
�����, ��� �������� “�� �������” � ?����������� 	
������. 

§ 4.4. ���������"� ��#�$��� 

1. +���� � �"�������� ���-�� ������������� #������� 

�
��� ���� ����������� ��������������� 	
����� y = f (x) �� 
����'�� [a, b]. 6����������� 	������ ��'������� 	��
�� aABb 
�� ��������� Oxy, ������������ ������������� ������� x = a � 
x = b, ���# Ox � ���	���� 	
����� y = f (x) (���. 4.1). 

J�� ����� ������� ?��� ��������? /�������, ��� ��� �����-
����� ������� ��
�� � ,������� �
��� ���������� ����
��#� 
����
#��� ����'��. ;����������#� ��������� � ��������� ���-
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������� �����
�������� � 
��������#����� ������ ������, ��-
�����#� �� ������� � '���� �������#� '� ������� ��
�� ������ 
�������� ?��� �����
���������. �� �
��, ?��� �����, ������'
�-
��� ��� �� ������ :������� � �'������� ��� “����� ���������-
���”, �������� � � ������ ���
����. 

 

x O a b 

A 

B y = f(x) 
y 

 

)��. 4.1 

;�'����� ����'�� [a, b] �� ������ ����� ������� ������� 
a = x0 < x1 < x2 < ... < xn
1 < xn = b. L���� ������ �� ������ ����'�� 
��'������ [xk, xk+1] �������,�� '������� 	
����� y = f (x), ���'��-
��� ��� mk � �������� �����
������� � ���������� [xk, xk +1] � ��-
����� mk. K�� ������� Sk = mk �(xk +1
 xk) = mk �7xk. 

 O 

 y 

 a  b  xk  xk+1 

 mk 

 x 

 A 

 B 

 

)��. 4.2 
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��F�������� ���� ����� �����
��������� ���� ��
������
# 
	��
�
, “�������
#” � �����������
# �������# aABb, ���'����� 
�� ������� sT, ��� T ���'������ ��������� ������� �	���� 
[a, b] (���. 4.2). 

 

 O 

 y 

 a  b  xk  xk+1 

 Mk 

 x 

 A 

 B 

 

)��. 4.3 

X���, ��� S – ������� ������������� �������� aABb – �
��� 
�� ����,� ������� ��������� ��
�������� 	��
�� sT ��� �#���� 
��'������ T: sT ) S. K��� �� ������ ����'�� ��'������ T ������� 
�������,�� '������� Mk 	
����� y = f (x), ��, ����
��� ��������-
��� ����'��, ���
��� ��
������
# 	��
�
, �������
# ����
� 
������������� �������� aABb; ������� ?��� 	��
�� ���'����� 
ST (���. 4.3). 

��������, ��� ��� �#���� ��'������ T ����'�� [a, b] �������-
���� ������� ����������� 

sT ) S ) ST. 

B��
������ ����, ��� ���� ��'������ T ������� ���������� 
�������, �� ������� ��������� � ��������� ��
�������� 	��
� 
�
�
� ���� ��'��������, ��?���
 ����������� '� ������� �������-
������ �������� S ������� �����, ������� �� ����,� ������� 
�#��� ��������� ��
�������� 	��
�� � �� ����,� ������� �#-
��� ��������� ��
�������� 	��
��. G ��������������� ��
��� ��-
��� ����� ������ ���� ������������. 

������� �����, ��� ������� ������� S ����������� ����� 
������� ��������� ��� ��������� ��
�������� 	��
��: S E sT ��� 
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S E ST, ������ �������� ��������� 
������������ � �'���������� 
��'������ T. /� �������� ����'�� [a, b] ��'����#� �� n ������ ���-
���, ������ ���'������� sT ������'
#� sn, �������������� ������ 
ST – Sn. ;�'����� Sn 
 sn ���������� ��������. �� ����,� n, ��� 
��,� ��������; ����� ����� ����� ����� 
�������� � ��������� �� 
������ ,��
: �������
�� �� ������� ��������. <����� ��������� 
���
�����, ���� � ������������ ��������� ������� � ������
.  

nn
sS

��
� lim , ��� nn

SS
��

� lim . 


����� 4.24. = ��������# �� 0,01 ��������� ������� �����-
�������� ��������, ������������ �
�������� ��������� y = x3, 
���# Ox � ������� x = 0 � x = 1 (���. 4.4). 

 y 

 x  O   1 
 

)��. 4.4 

; � , � � � � . "
��� ��������� ������ � ������� �
��� sn � Sn, 

������� �� ������ ,��� ����� ����� �������, �.�. �������  
n = 2; 4; 8; ... � �.�. ;�'
������ ���������� ��������� � ����
#-
��� �������. 

 
n 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 

sn 0,063 0,141 0,191 0,22 0,235 0,242 0,246 0,248 0,249 0,25 

Sn 0,563 0,391 0,316 0,282 0,266 0,258 0,254 0,252 0,251 0,25 

 
��������� ��������� '������� �������� ������. X���, ��� ��-

��� ������ ���������� ������� ������������� �������� �����-
��� � ����,�� ��F���� ����������. /��� ?�
 '����
 �� ��,�� � 
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������������ ������������, ������ ������ ����� ����, ��� �
-
�
� �'������ ����������� ������������� ��������. 


����� 4.25. �
��� '���������� ��F��� ������ ������� ��-

���� �� ������� '����� 	
������ q = 21
10

t
t


 (0 ) t ) 5) (���. 4.5). 

  

0 

1 

2 

3 

4 

5 

1 2 3 4 5

)��. 4.5 

 t 

 q  

 

<���� ����� ��F�� ������ Q ����� ������� '�,����������� 
	��
��, �.�. ����� ������� ������������� ��������, � �� ����� 
��������� ��� �� ����� ������������ ��� ������������� �����-
����� Q. 

2. 
��&#�� ����������$� ��#�$���� 

&�� �������, ������������� � ������
��� �
����, ����'���-
#�, ��� ��,���� ����� � ������ ����������� �� '���� �������� � 
���������# ������ � ������� �
��, �������������� sT � ST , ��� 
����������� ��'������ T ������� ����'�� � ���������# �����, 
��'����#���� ��������� {sT} � {ST}. ;��������� ����
# '����
 � 
����� ����. 

B���, �
��� �� ����'�� [a, b] ���� ������������ 	
����� y = 
= f (x). ;��������� ��'������ T ����'�� [a, b] ������� ������� 

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn
1 < xn = b, 
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�� ������ ����'�� ��'������ [xk, xk+1] ������ ����## � �����## 
����� '������� 	
����� y = f (x), �������������� mk � Mk , � �����-

��� ��� �
���: ������ ����� ,���� sT = ;



�

7�
1

0

n

k
kk xm  � ��!��� 

����� ,���� ST = .
1

0
;




�

7�
n

k
kk xM  /� ���. 4.2 � 4.3 ?��� �
���� ����-

������
#� ������� ��������� � ��������� ��
�������� 	��
�. 

A�� �
��� ������#� ����
#���� ����������. 
1. &�� �#���� ��'������ T ����������� ����������� sT ) ST , 

�.�. ��� ������� �������� ������ ����� ,���� � �����!���	 
��!�� �����. 

A�� ����
�� �' ����, ��� ��� �#���� k ����������� ����������� 
mk ) Mk . 

2. K��� ��'������ T2 ���
������ �' ��'������ T1 ����������� 
���������� ����� �����, �� 

1 2 1 2
 �  ,T T T Ts s S S) �  �.�. ��� ����
���� 

�������� ����� ����� ,���� ����	 	��
�� ������	
��, � 
��!�� ����� 	��
�� ���
)�	
��. 

B��� ����'��������� �����,���� �������� �' ������������-
��� ���	������� ���#�������. &������������, �� ���. 4.6 ���-
���� 	��
�� xkABxk+1 ����,� �
������� ������� 	��
�� xkAC1c 
� 	��
�� cCDxk+1. 

C1

DC

BA

B

C

C1

D

A

xxk+1cxkO

y y = f(x)

xxk+1cxkO

y y = f(x)

 

)��. 4.6 
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3. &�� �#��� ��'������ T1 � T2 ����������� ����������� 
,

21 TT Ss )  ��� ����� ������ ����� ,���� � �����!���	 ����� 
��!�� �����. 

&�� ����'��������� �������� ��'������ ����'�� T, ������� 
���#���� ��� ����� ������� ��� ��'������ T1, ��� � T2. <���� �� 
�������
 2 ����� TT ss )

1
, �� �������
 1 sT ) ST  �, �������� ��� 

��' �������� 2, ���
��� ST .
2TS)  <���� ����'��, ����� 

,
21 TTTT SSss )))  

��� '����,��� ����'���������. 
B' �������� 3 ����
��, ��� ��������� X ������ �
�� &���
 

��������� �� �������� ��� ����� ��������� Y ������� �
�� &��-
�
, ��?���
 �
�����
�� ���� �� ���� ����� I, ��'����#��� �����-
���� X � Y, �.�. ��� �#���� ��'������ T ����'�� [a, b] ����������� 
������� ����������� 

.
1

0

1

0
;;




�




�

�7�))7��
n

k
Tkk

n

k
kkT SxMIxms  

����������. /������ y = f (x), ����������� �� �	��� 
[a, b], ������	�� 
	��"�
������ �� �	�� �	���, ��� ��'�	-
��	 ��
	����		�� ����� I, �������' �����	�� �����! � 
��!��! ���� ,���� ��� ����������! �������� �	���� [a, b]. 
*��� ������� y = f(x) ��	������� �� �	��� [a, b], 	� ����	-
���� �����, �������' �	� ��� �����	��, �������	 ������-
��		�� 
	��"����� ������� y = f (x) �� �	���� [a, b] � ������-
���	 �����'�� �������: 

.)(W�
b

a

dxxfI  

L��� ������������� ��������� �������� “�������� �� a �� b”, 
����� a � b ��'���#� ������ � ��!��� ������� ��	�������-
���. ���'������� ���� ������� �������� 
����� C. @��������, 
������� ������ � B. /�#����� ��� ��'������� ��		�����������-
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�� � ������������� ����������. @������ ���� '��� ��������� W  � 

���� �����
��� �
��� S, ������� ���'������ '��� �
����������. 
=���� '������������ ��'
������� ������������� ���������� ��-
������ 	���
�� /�#���� – @�������, ������� 
������������ ���'� 

����
 ������������ ���������� W
b

a

dxxf )(  � �������������� ��-

�������� � � ,W dxxf  ��� ������ ����������� 
����������� '���� 

��������� � ����� ��
����. 

!� ���������� �������� W
b

a

dxxf )(  ��� ��
���, ����� a < b. K�-

�� a > b, ������� ,)()( WW 
�
a

b

b

a

dxxfdxxf  ��� ����� ������� ������-

������, ��������
 ��� �'������� ����������� ������ ��'����� 
7xk = xk+1 
 xk ������ '���, � ����� ������#� '��� � �
��� &���
 �, 
�������������, ��'����#��� �� �����, �.�. �������� 

.)(W
b

a

dxxf  

<�� ��� ��� a = b ��� 7xk ������#��� � �
��, �� ������� 

.0)( �W
a

a

dxxf  

�����#�������� ��"�� ����������$� ��#�$����. &���-
����� ��	���� ���� ���'��� ������������ 	������, ������-
����� ��	����
���� ������� x = a, x = b ��� a < b, ��
� Ox � 
�������� ��	����	�
��� � ��������� ������� y = f (x).�

A������������ ���������� ������������� ��������� �������-
��� ��'��, ������ ���� �������� ��
��� 
�� ��� �������� � 
������� 4.25. 

;��������� ������ ������, ����'���#���, ��� �
�����
#� 
����������
���� ������������ 	
�����. G �������� ����� 	
��-
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��� ���������� 	
����# &������ y = D(x), ������� ���������� �� 
����'�� [0; 1] ����
#��� ����'��: 

�
�
��

���.����������  ����,1
�;����������  ����,0

)(
x
x

xD  

J����� �� �� ���� ��'������ T, � �#��� ����'�� ��'������ 
[xk, xk+1] ���'������� ���������� ��� ������������, ��� � �������-
������� �����, ��?���
 ��� �#���� ����'�� 7xk: mk = 0 � Mk = 1. 

<���� ��� ������ �
��� &���
 ,0
1

0
;




�

�7�
n

k
kk xm  ��������
 ��� 

mk = 0, � ��� ������� �
��� &���
 ,1
1

0
�7�;




�

n

k
kk xM  ��� ��� 

11
1

0

1

0
�7��7�; ;




�




�

n

k

n

k
kkk xxM  – ����� ����'�� [0, 1].  

<���� ����'��, ��������� ������ �
�� ������� �' ������ 
����� X = {0}, � ��������� ������� �
�� – �' ������ ����� Y = 
={1}, ��� ��� �#��� ����� �' ����'�� [0, 1] ��'������ ��������� X 
� Y. L�����, 	
����� &������ �� �������� ��������
���� �� ��-
��'�� [0, 1]. 

=	���
���
�� �������� ��������
������ ������������ 
	
�����. 

:������ 4.6 (�
���
� 
	��"�
�������
). ,�� 	��� �	��� 
������� y = f (x), ��������� � ����������� �� �	��� [a, b], 
���� ��	�������� �� �	�� �	���, ���!����� � ���	�	����, 
�	��� ��� ������ � > 0 ��'�	������ ������� T, 	���, �	� 
 ST  
 sT < �.  

& � � � ' � � � � � � � � � . &������������ ��������: ������� 
,2 n

n

��  n = 1, 2, ..., ���
��� ������
 �������#����� ����'��� 

],,[ 22 nn Ss  ���������� � ������������ ����� I, ������� � �
��� 
������������ ��'����#��� ������.  

�
���, ��������, �'������, ��� ��'����#��� ����� ���������-
��. <���� ��� �#���� � > 0 � �������� (I 
 � /2, I + � /2) ����� � ��-
���
� ����� ��� �' {sT}, ��� � �' {ST}. ��?���
 ����
��� ��'������ 
T1 � T2, �����, ��� .

21
��
 TT sS  
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G�'���� � �������� T ��'������, ������� ���#���� ����� �' T1 
� �' T2. <���� �� �������
 2 �
�� &���
 ����� ST ) 

1TS  � sT � .
2Ts  

���#�� ST 
 sT < � , ��� '����,��� ����'��������� �������. 
��������
  

� � ,
1

0

1

0

1

0
;;;




�




�




�

7
�7
7�

n

k
kkk

n

k
kk

n

k
kkTT xmMxmxMsS  


������ ST 
 sT < � ����� '������� ����
#��� ����'��: 

 � � .
1

0
��7
;




�

n

k
kkk xmM  (4.3) 

;�'����� Mk 
 mk �
��� ���'������ Xk � ��'����� �������� 
	
����� �� ����'�� [xk, xk+1]. /���������� (4.3) ����� ���������� 
����
#��� ����'��: 

 .
1

0
�X �7;




�

n

k
kk x  (4.4) 

3. 	�#�$��������#� ������"���� ������� 

G ������
��� �
���� �� ����� ������� ��������
���� 	
��-
��� � 
��������� �������� ��������
������. <����� �������, ��� 
������ 	
�����, ����������� �� ����'�� [a, b], ��������
���  
�� ?��� ����'��, �.�. ��� �
�����
�� ������������ ��������  

.)(W
b

a

dxxf  

:������ 4.7. /������, ��������� �� �	��� [a, b], ��	�-
������ �� �	�� �	���. 

& � � � ' � � � � � � � � � . G�'���� ����'������� � > 0. �� �������
 
���������� ���������	� (��. ���������� 3 � ��. 1) �������� 
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����� ��'������ T ����'�� [a, b], ��� ��� ���� ����'��� ��'������ 

�
��� ����������� ����������� .
abk 


�
�X  <���� 

� � .
1

0

1

0
���X �




�7



�7 ;;




�




�

ab
ab

x
ab

x
n

k
kk

n

k
k  

=������� ����������
 (4.4) ?�� � �'������ ��������
������ 
	
����� �� ����'�� [a, b]. 

4. ��#�����#� ����������$� ��#�$���� 

:������ 4.8. ���	
 ������� y = f (x) ��	������� �� �	��-
��! [a, c] � [b, c], a < c < b. ����� ��� ��	������� �� �	��� 
[a, b] � �������	�� �����	�� 

 .)()()( WWW �
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf  (4.5) 

& � � � ' � � � � � � � � � . G�'���� ����'������� � > 0. �� 
�����# 
	
����� y = f (x) ��������
��� �� ����'�� [a, c]. G ���
 �������� 
��������
������ �
�����
�� ��'������ T1 ����'�� [a, c], �����, ��� 

.
211

�
�
 TT sS  :��������� ��� ����'�� [c, b] �������� ��'������ T2, 

�����, ��� .
222

�
�
 TT sS  ;�'������ T1 � T2 � �����
������ ����'
#� 

��'������ T ����'�� [a, b], ������  

� � � � � � � � .
2222112121

���
��

�
�
 TTTTTTTTTT sSsSssSSsS  

<���� ����'��, ��� ��'������ T ����'�� [a, b] ��������� 
���-
��� �������� ��������
������, � ?�� � �'������, ��� 	
����� f (x) 
��������
��� �� ?��� ����'��. 
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B' ���������� 
11

)( T

c

a
T Sdxxfs )) W  � 

22
)( T

b

c
T Sdxxfs )) W  ����
��, 

��� 

.)()(
2121 TTT

b

c

c

a
TTT SSSdxxfdxxfsss �))� WW  

��?���
 ����� WW 
b

c

c

a

dxxfdxxf )()(  ��'������ ��������� ���-

��� � ������� �
�� &���
 ��� ��'������ ����'�� [a, b], ���#��#-
��� ����
 c. B' �������� 2 �
�� &���
 ����
��, ��� ��� ����� ��� 
��'������ ��������� ������ � ������� �
�� &���
 ��� ��! ��'-
������ ����'�� [a, b]. ��������
 ����� ����� �����������, �� ��� 

����� ,)(W
b

a

dxxf  ��� '����,��� �������
 ��������� (4.5) � ����'�-

�������� �������. 
G ��
���, ����� b < c, ����� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
c b c b b

a a b a c

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx�  � 
W W W W W  

��� ��� � � ?��� ��
��� ����������� ��������� (4.5). :��������� 
��������������� � ��
���, ����� c < a. 

y

O xa bc

A

C

B

S1 S2

 

)��. 4.7 
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;�������� (4.5) ����� ��������� �������������� �����, ��� 
�������� �������� ����	�����	� ���'��� ������� ������. <��, 
������� S ������������� �������� aABb �� ���. 4.7 ����� �
��� 
�������� S1 �������� aACc � S2 �������� cCBb. 

/� W�
c

a

dxxfS )(1 , W�
b

c

dxxfS )(2  � W�
b

a

dxxfS )( , ��� ��� ��' 

������������ ��������� (4.5). 

5. :������ � ������ �& ����������$� ��#�$���� 

:������ 4.9. ���	
 ���� ������� y = f (x), ��������� �� 
�	��� [a, b]. ����� �� �	�� �	��� ����	�� 	���� c, 	����, 
�	� �������	�� �����	�� 

 ).)(()( abcfdxxf
b

a


�W  (4.6) 

���� W

�

b

a

dxxf
ab

cf )(1)(  ��'���#� ������ ������� 	
��-

��� f (x) �� ����'�� [a, b]. 
& � � � ' � � � � � � � � � . <�� ��� 	
����� f (x) ���������� �� ��-

��'�� [a, b], �� ��� ��������
��� �� ?��� ����'��. �
��� m � M ��-
������������ �������,�� � �������,�� '������� 	
����� f (x) �� 
����'�� [a, b]. G�������� m(b 
 a) � M(b 
 a) ����#��� ������ � 
������� �
���� &���
 ��� ��'������, ���������� ������ �' ������ 

����'��, � ������ �' ������ ����'�� [a, b]. ��������
 W
b

a

dxxf )(  

��'������ ?�� �
���, �� ����������� ������� ����������� 

).()()( abMdxxfabm
b

a


))
 W  

������� ��� ����� ����������� �� b 
 a > 0, ���
��� 

.)(1 Mdxxf
ab

m
b

a

)



) W  
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���� W


b

a

dxxf
ab

)(1  ��������� ����
 �������,�� � �������,�� 

'��������� ����������� 	
�����. �� ������� � ������
������ 
'������� (�������� 2 § 1.10) ?�� '������� ����������� � ��������� 
����� c �� ����'�� [a, b]: 

),()(1 cfdxxf
ab

b

a

�

 W  

���
�� ���
��� ��������� (4.6), ��� ����������� ����'���. 
C������������� ����� ������� ����� �' ���. 4.8. ������� 

������������� �������� aABb ����� ������� �����
�������� � 
��� �� ���������� � ������� f (c). 

O a c b x

A

f(c)
By

 

)��. 4.8 

§ 4.5. @������ ��>#��� – ���,���� 

&� ��� ��� �� ��� �� ���� ������ �� ������ ������: ��� ����� 
	
����� �
�����
�� ���������'���. �������� ����� �� ?��� ��-
���� �
��� ��� ����, � �. 1 ������� �������	�. L���� �� ������� 
������
# 	���
�
 ������������� ����������, 
����������#�
# 
���'� ����
 ������������ ���������� � ���������'���. 

1. 	�#�$��� � ��������"� ���!��� ������� 

K��� 	
����� y = f (x) ��������
��� �� ����'�� [a, b], �� ��� 
��������
��� � �� �#��� ����,�� ����'��, �, �������������, ��� 
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�#���� x � [a, b] �
�����
�� �������� .)(W
x

a

dxxf  ���� �� ���,�-

���� ���'������� �������� ������� � ���������� ��������������, 

�
��� '��������� ��� � ���� .)(W
x

a

dttf  

����������. ,�� ������� y = f (x), ��	�������� �� �	-
��� [a, b], ��	���� ���� 

,)(W
x

a

dttf  

�� x � [a, b], ������	�� 
	��"����� � ������		�� ���$	
� 
��������. 

&�� ������� x � [a, b] ���������� 	
����# Y(x) = .)(W
x

a

dttf  

���'�������, ?�� 	
����� �������� ���������'��� ��� y = f (x), ��� 
�� � ������� � ����
#��� �������. 

:������ 4.10. *��� ������� y = f (x) �������� �� �	��� 

[a, b], 	� ������� Y(x) = W
x

a

dttf )(  ������������ � ����� ���	-

���� 	��� �	��� �	����, ����� Y((x) = f (x). 
B���� �������, ��	���� � ������� ��!��� ������ ��-

��	�� ������������ ��� ��������� �����	����
��� �������. 

&���'���������. "
��� ������ ����'����
# 	
����� Y(x) = 

,)(W�
x

a

dttf  ����'
��� ���������������� ������������ ����'���-

���, � ������ 

� � � � .)(lim
0 x

xxxx
x 7

Y
7Y
�Y(

�7
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&�� x � (a, b) ������� 7x ����� �����, ����� ����� x + 7x ��-

���� ��
��� ����'�� [a, b]; ����� *(x + 7x) = W
7 xx

a

dttf )( . B���� 

�
�Y
7Y WW
7 x

a

xx

a

dttfdttfxxx )()()()(  

.)()()()( WWWW
77

�
�
xx

x

x

a

x

a

xx

x

dttfdttfdttfdttf  

J ���������
 ��������
 �������� ������
 � ������� ������
��-
�� �������	�: 

� � � � � � ,)( xcfdttfxxx
xx

x

7��Y
7Y W
7

 

��� ������
������ ����� c ��������� ����
 x � x + 7x, ��?���
 

).()()()( cf
x

xcf
x

xxx
�

7
7

�
7

Y
7Y  

<�� ��� 	
����� f (x) ���������� � c � x ��� 7x � 0, �� 
).()(lim

0
xfcf

x
�

�7
 ��?���
 

� � � � ),()(lim)(lim
00

xfcf
x

xxxx
xx

��
7

Y
7Y
�Y(

�7�7
 

��� � ����������� ����'���. 
B' ?��� ������� ��������, ��� 	
����� f (x), ����������� �� 

����'�� [a, b], ����� �� ?��� ����'�� ���������'�
#, � ������ 
	
����# 

� � .)(W�Y
x

a

dttfx  
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��?���
 ����'����� ������� ��'������� 	����� � ��'�	��-
����� ������������ ��� ��������� �������. 

2. @������ ��>#��� – ���,���� 

:������ 4.11. ���	
 ������� y = f (x) �������� �� �	��� 
[a, b] � F(x) – ������������ ��� f (x). ����� 

 .)()()(W 
�
b

a

aFbFdxxf  (4.7) 

& � � � ' � � � � � � � � � . ��������
 	
����� f (x) ���������� �� 
����'�� [a, b], �� ��� ��������
��� �� ?��� ����'�� � ����� �� ��� 
���������'�
#, � ������, 	
����# *(x) �' ������
���� �
����. 
=������ �������� �������������� 	���
�� (4.7) ��� ?��� �����-

����'���. &������������, � � ,)(W�Y
x

a

dttfx  ���������� x = b, ���
-

��� � � ,)(W�Y
b

a

dttfb  � ���������� x = a, ���
��� � � .0)( ��Y W
a

a

dttfa  

��?���
 

.)()()(W Y
Y�
b

a

abdxxf  

K��� F(x) – ��
��� ���������'��� ��� 	
����� f (x), �� �����-
������ ��������� 

F(x) = *(x) + C. 

B���� 

� � � � � �� � � �� � ,)()()( W�Y
Y�Y
Y�

b

a

dxxfabCaCbaFbF  

��� '����,��� ����'��������� �������. 
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;�'����� F(b) 
 F(a) ����� '�������#� � ���� ,|)( b
axF  � �����-

�� 5
�	��� – %������ � ?��� ��
��� ��������� ����
#��� ���: 

 .)()()()(W 
��
b

a

b
a aFbFxFdxxf  (4.8) 

������� ��� ��', ��� �� ����'��� 	���
�
 (4.8) ��� ��
���, 
����� f (x) – ��������� �� [a, b] 	
�����. G ���������������� �� 
?�� 	���
�� ����������� ��� ����� 	
����� f (x), ���#��� �����-
����'�
# 	
����# F(x). 

*���
�
 (4.8), ����'���
# � ������� 4.11, ������ ��'���#� 
�������� �������� ������������� ����������. ��� ��'������ ���-
���� ��������� ������������� ��������� � ���������# �������-
��'���.  

������� ��� ��� �������� 	���
� (4.7), (4.8): 

 ,)()()(W 
�(
b

a

aFbFdxxF  (4.9) 

 .)()()(W 
�
b

a

aFbFdxxdF  (4.10) 

<����� ��� �� �������� ��
�� ����� ������������ �������� �' 
������� 4.24 ������
���� �������	�. ����� �' ���������'��� 

	
����� y = x3 �
��� 	
����� ,
4

)(
4xxF �  ��?���
 �� 	���
�� 

/�#���� – @������� ���
��� 

.25,00
4
1

4

4 1

0

1

0

3 �
��W xdxx  

3. *����#�� ����������$� ��#�$���� 

B' 	���
�� /�#���� – @������� ����� ���
��#��� ��������� 
�������� ������������� ���������. ��� 	���
������� ?��� 
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������� ��������������, ��� 	
����� ���������� �� ���������-
������ ������
����. 

1. ^�	���� �	 ����� ���! ������� f1(x) � f2(x) �� �	���� 
[a, b] ���� ���� ��	������ �	 �	�! ������� �� 	��� � �	-
����: 

� � .)()()()( 2121 WWW �
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf  

& � � � ' � � � � � � � � � . B' ������� ��������������� ��������� 
����
��, ��� ���� F1(x) – ���������'��� ��� 	
����� f1(x), � F2(x) – 
���������'��� ��� 	
����� f2(x), �� ���������'��� ��� �
��� 
	
����� f1(x) + f2(x) �
��� ��
���� �
��� ���������'��� F1(x) + 
+ F2(x). =������������, 

� � � � � � �
�W )()()()()()( 212121 aFaFbFbFdxxfxf
b

a

 

.)()()()()()( 212211 WW �

�
b

a

b

a

dxxfdxxfaFbFaFbF  

:��������� ����'������� ����
#��� ��������. 

2. ���	������ �����	�
 ����� ������	
 ��-��� ����� ��-
	�����: 

,)()( WW �
b

a

b

a

dxxfkdxxkf   k – ����������. 

= ������# ?��� ��
� ������� ����� ����� ������������ ����-
���� �� ����������. 


����� 4.26. G�������� � � .546
2

1

2W




 dxxx  
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; � , � � � � . B���� 

� � �
�
 WWWW






2

1

2

1

2

1

2
2

1

2 546546 dxxdxdxxdxxx  

�
�
�









WWW xxxdxxdxdxx 5

2
4

3
6546

2

1

2 2

1

3 2

1

2

1

2

1

2

1

2  

= 2(23 
 (
1)3) 
 2(22 
 (
1)2) + 5(2 
 (
1)) = 27. 

3. ^�	���� �	 ��	����	�
��� ������� �� �	��� [a, b] – 
��	����	�
�� �����, 	.. ��� f (x) � 0 �� [a, b], 	�  

 .0)( �W
b

a

dxxf  (4.11) 

&������������, ���� f (x) � 0 �� [a, b], �� �#��� ������ �
��� 
&���
 �
��� ���������������, ��� ����� – '������� ���������. 

/���������� (4.11) ����� ��������� �������������� �����: 
���'��
 ������������ 	������, ����������� ���!� �������� 
��	����	�
��� �������, �	
 ��	����	�
�� �����. 

4 .  0	��"�
����	
� 	�����	���. *��� �� �	��� [a, b] �����-

��	�� ������	�� f (x) ) g (x), 	� 	��� � ������	�� �����-

��	�� � ��� ��	������: 

 .)()( WW )
b

a

b

a

dxxgdxxf  (4.12) 

&������������, ���� f(x) ) g(x), �� g(x) 
 f(x) � 0, ����� �������� 

�������
 3 ����� � � ,0)()( �
W
b

a

dxxfxg  �.�. ,0)()( WW �

b

a

b

a

dxxfdxxg  

���
�� ����
�� ������� �����������. 
C������������� ����� ������� 
���������� ��������������� 

�������� �������#. 
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5. %��	� ��������		�"� 
	��"����. ���	
 m – �����
), � 
M – ������
) ������� ��������� ������� y = f (x) �� �	��� 
[a, b]. ����� �������	�� ������ ������	�� 

 � � ).()( abMdxxfabm
b

a


))
 W  (4.13) 

&������������, ����� � ������ ����� ����������� (4.13) – ?�� 
�������������� ������ � ������� �
��� &���
 ��� ��'������, ��-
�������� �' ������������� ����'�� [a, b]. ��������
 �������� – 
?�� �����, ��'����#��� ���� ������ � ������� �
���, �� ����-
������� (4.13) ���������� ���������. 


����� 4.27. ������� ������������ �������� W
4

2 x
dx . 

; � , � � � � . *
����� y = 
x
1  
������ �� ������
��� [2, 4], ��-

?���
 M = 0,5, m = 0,25. B�����'
� ����������� (4.13), ���
��� 

0,5 = 0,25(4 
 2) ) W
4

2 x
dx  ) 0,5�(4 
 2) = 1. 

G'�� ���
�
��
 ������� '�������, ���
��� '������� 0,75, ����� 
��� ������ '������� ���������, ��������� �� ������� /�#����-
@�������, ����� 

ln 2 E 0,69. 

4. 	�#�$��������� �� ���#&� � ����������� ��#�$���� 

&�� ������������� ��������� 	���
�� �������������� �� ���-
��� ��������� ����
#��� ���: 

 .WW 
�
b

a

b

a

b

a

vduuvudv  (4.14) 

&������������, �� 	���
�� (4.10) ����� 
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� � .WWW ��
b

a

b

a

b

a

b

a
udvvduuvduv  

�������� ������ ��������� ������ � ��������������� '�����, 
���
��� �����
# 	���
�
 (4.14). 


����� 4.28. G�������� .ln
1

2W
e

xdxx  

; � , � � � � . 

�
��
���

��
� WW W x

dxxxxxdxxv
x

dxdu

dxxdvxu
xdxx

eee

1

33

11

3
2

2
2

33
ln

3
,

,ln
ln  

.
9
1

9
2

9
1

9393

3333

1

3
�
�
�

eeexe e

 

J�� � � ��
��� ��������������� ���������, 
���� � ���������� 
	���
�� (4.14) '������ �� ����������� ������ ���������� u � dv. 

5. +����� ���������� � ����������� ��#�$���� 

:������ 4.12. ���	
 ������� y = f (x) �������� �� �	��� 
[a, b], � ������� x = � (t) ������� �� �	��� [/, <] � ��	 �-
�������� ����������� ���	�� �	��� �	����, ����� � (/) = a, 
� (<) = b � � ([/, <]) = [a, b]. ����� 

 .)())(()( WW (�
<

/

�� dtttfxf
b

a

 (4.15) 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� F(x) – ���������'��� ��� 	
����� 
f (x), ����� F ((x) = f (x) � F(� (t))( = F ((� (t))� ((t) = f (� (t))� ((t). L���-
���, ��� �' 
������ ������� ����
��, ��� ��������� 	
����� ��-
������
��� �� ����'�� [/, <]. �������� 	���
�
 (4.9), ���
��� 
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WW �
�
�(
b

a

dxxfaFbFFFdtttf )()()())(())(()())(( /�<���
<

/

, 

��� '����,��� ����'��������� �������. 


����� 4.29. G�������� .4
2

0

2W 
 dxx  

; � , � � � � . �������� ����������������
# '����
 �������-

��� x = 2sin t, 
2

0 �
)) t . @���� ���������, ��� ��� 
������ ������� 

4.12 ���������, ��� ��� ����� ��������� 	���
�
 (4.15). �����-
��'
�� ��������������� ���������: 

.cos2,cos2sin444 22 tdtdxttx ��
�
  

���
���  

� � ����
 WW W
2/

0

2

0

2/

0

2 2cos12cos2cos24
��

dtttdttdxx  

.
2

2
2
2sin2

2/

0
���

��"
#
$

%
&
' �

tt  

K��� �������'������� �������������� �������������� ������-
������� ���������, �� ?��� ��'
����� ����� ���
���� 
���� 
(���. 4.9). 

 

 O  2  x 

 y 

 2 

 2 

 
)��. 4.9 
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����� 4.30. G�������� W 


9

4 1x
dxx . 

; � , � � � � . ���� �'�������� �� ����������������, �������� 
'����
 ���������� x = t2, dx = 2tdt, 2 ) t )3. ��� ?��� ��� 
������ 
������� 4.12 ���������, ��� ��� ���
��� 

�"
#
$

%
&
'



�






�



�
�


 WWWW
3

2

3

2

23

2

9

4 1
112

1
112

1
2

1
dt

t
tdt

t
t

t
tdtt

x
dxx  

� � � � .2ln271ln2442ln2691ln
2

2
2 3

2

�
�""
#

$
%%
&

'

� ttt  

������� ��������� “�����
������” � ���������� 	���
�� 
'����� ���������� �� ��������# �� ��
���� ��������������� ��-
�������, � ������: �� ���� ��'��������� � �������������� ����-
������. 

§ 4.6. 
����%���& ����������$� ��#�$���� 

1. �"�������� ���-��� ������! ��$�� 

G ������
��� �������	� �� ����������� ������� ���������-
���� ��������� � ��������, ��� ��� ����������� ��������������� 
	
����� y = f (x), '������� �� ����'�� [a, b], ��������� ��	-
���� �	 ������ ������� �� ������� �	���� ���� ���'��� �����-
������� 	������ aABb (���. 4.10). 

  y 

 x  O  a  b 

 A 

 B  y = f(x) 

 

)��. 4.10 
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����� 4.31. /���� ������� ������������� ��������, ����-

�������� ���	���� 	
����� y = sin2x �� ����'�� 12
3

45
6

2
,0 � . 

; � , � � � � . B����
# ������� S ������� �� 	���
�� 

.sin
2

0

2W�

�

xdxS  

���� ��������� ?��� ��������, �������'
���� ������������-

������ 	���
��� ��������� ������� sin2x = 
2

2cos1 x
 . <���� ��-

�
��� 

.
422

1
2

2sin
2
12cos

2
1

2
2cos1 2

0

2

0

2

0

2

0

��
����

���
�
""
"
"

#

$

%%
%
%

&

'


�



� "
#
$%

&
'WWW

x
xxdxdxdxxS

 

<���� ����'��, ������� ������� 
4
�

�S . 

B��������, ��� �� ����� ������ � ���
 �� ��'
�����
 ��' ��-
����'������ ���������. &������������, ����� ������, ��� S ����� 
�������, ������������ �� ��� �� ����'�� 	
������ y = cos2x, ��-
������
 �� 	���
�� ���������� ���	��� ?��� 	
����� ���
��#�-
�� ��
� �' ��
�� ������� ����� ��� Ox. ������ sin2x + cos2x = 1, ��-
?���
 S + S = � /2, ���
�� ��� ��' ���
��� S = � /4. 

= ������# ��������� ����� �������� ������� ������� 	��
� 
����� �������� ����, ��� ������������� ��������. 

;��������� 	��
�
, ����������
# ����� ������ x = a, ������ 
������ x = b (a < b), ���'
 ���	���� ��������������� 	
����� 
y = f1(x) � �����
 ���	���� 	
����� y = f2(x) (f1(x) ) f2(x)) 
(���. 4.11, �� ������� 	��
�� A1A2B2B1 �������� ,���������). 

������� 	��
�� A1A2B2B1 ����� ��������� ����
#��� ��-
��'��: 

� � .)()()()( 12121122 WWW 
�
�
�
b

a

b

a

b

a
bBaAbBaA dxxfxfdxxfdxxfSSS  (4.16) 
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D������ ����������������� 	
����� f1 (x) � f2 (x) ����� �����. 
&������������, �
��� m – �������,�� '������� 	
����� f1 (x) �� 
����'�� [a, b]. 

 

 O  a  b  x 

 y 

 y = f1 (x) 

 y = f2 (x) 

 A1

B1 

 A2 

B2 

 

)��. 4.11 

<���� 	
����� h1(x) = f1(x) + |m| � h2(x) = f2(x) + |m| ���������� 
� �������������� �� ����'�� [a, b], � �� ����� ��������� 	���
-
�
 (4.16): 

� � � �� � � � .)()(||)(||)()()( 122112 WWW 
�
�
�
b

a

b

a

b

a

dxxfxfdxmxfmxfdxxhxhS  

<���� ����'��, 	���
�� (4.16) ����������� � � ?��� ��
���. 
C��	������� ���#������� ��������� �� ���. 4.12. 

 

 O  a  b  x

 y = h2 (x) 

 y = h1 (x) 

 y 

O  a  b  x 

 y = f2 (x) 

 y = f1 (x) 

 y 

 

)��. 4.12 
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����� 4.32. /���� ������� 	��
��, ������������ ������ 
y = x 
 2 � ��������� y = 4 
 x2. 

; � , � � � � . ������ ����� �������� 	��
�
, ������� ������� 
�� ���� (���. 4.13).  

 


3  2
 x 

 y 

 y = x 
 2 

 y = 4 
 x2 

 

)��. 4.13 

&�� ?����, � ���������, ���������� ����� ����� ����������� 
��
� ������ �����. B���� x 
 2 = 4 
 x2, ���
�� x2 + x 
 6 =0, ��� 
��� x1 = 
3, x2 = 2. ��?���
 ������� �������������� �
�
� a = 
3, 
b = 2. <���� ����'��, 

� � � � �

�

�


�





WW 32
66)2(4

32 2

3

2

3

2
2

3

2 xxxdxxxdxxxS  

.
6
520

2
113

3
179

2
918

3
8212 ��"

#
$

%
&
' 




�  

2. �"�������� �,J��� #��� ���-���& 

���'�������, ��� � ������# ������������� ��������� ����� 
��������� �� ������ �������, �� � ��F��� 	��
�. �
��� 	
����� 
y = f (x) ���������� � �������������� �� ����'�� [a, b]. <���� ����, 
������� ����'
���� ��� �������� ����
� ��� Ox ������������� 
�������� aABb (���. 4.14), ����� ��F�� 

 .)(2W�
b

a

dxxfV �  (4.17) 
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���� ����'��� 	���
�
 (4.17), �������� ��'������ T ����'�� 
[a, b] ������� a = x0 < x1 < x2 < ... < xn
1 < xn = b. /� ������ ����'�� 
��'������ [xi 
 1, xi] �������� �����
������� MNQP (���. 4.14), ��-
���� �������� MP = mi ����� �������,��
 '������# 	
����� 
y = f(x) �� 
��'����� ����'��. ��� �������� ����
� ��� Ox �����-

������� MNQP ���,�� �������, ��F�� �������� �
��� ����� vi = 
= �mi

27xi, ��� 7xi = xi 
 xi 
 1. 

O

y

xa b

y = f(x)

O a b x

y = f(x)

xi
1 xi

A

B

M N

P Q

 

)��. 4.14 

=
��� ��F���� ���� ����� ��������� ��� ������� ��'������ 
'���,���� � ���� 

.
1

2;
�

7�
n

i
iiT xmv �  

K��� �� �� ������ �������,��� '������� 	
����� f(x) ����� 
�������,�� '�������, �� ���
���� �� �
��
  

.
1

2;
�

7�
n

i
iiT xMV �  

= ����� �������, ����, ��� ��� �'��������� ��'������ T ��� 
?�� �
��� ��#� ������������ '������� �������� ��F��� V, � � 
��
��� �������, ?�� �
��� ����#��� ������ � ������� �
���� 
&���
 ��� 	
����� y = � f  

2(x). ��������� 	
����� ����������, ��-

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 323

������
 ���������� 	
����� y = f (x) �, �������������, �������-
�
���, ���
�� � ����
�� 	���
�� (4.17). 


����� 4.33. ���
������ ���������� ����
�� � ������� � 
����� O(0, 2) ��������� ����
� ��� Ox. /���� ��F�� ���� �����-
���. (A�� ���� ��'������� 	����.) 


1  1  xO 

 y 

 A 

B 

C 

D  E F 

  2 

 

)��. 4.15 

; � , � � � � . D�������� ���
������ ����� ��� x2 + (y 
 2)2 = 1. 
G������ y ����' x, ���
��� 
�������� �
�� ABC (���. 4.15) 

2
1 12)( xxfy 
��  

� 
�������� �
�� ADC 

.12)( 2
2 xxfy 

��  

��F�� ���� ����� ����������� � ���� ��'����� ��F���� ���, 
���
������ �� �������� ������������� �������� EABCF � 
EADCF. B�����'
� 	���
�
 (4.17), ���
��� 

� � � � � � � �� � �
�
� WWW





dxxfxfdxxfdxxfV
1

1

2
2

2
1

1

1

2
2

1

1

2
1 ���  

.18124
1

1

2
1

1

2 WW





�
�� dxxdxx ��  
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������� �������� �� 
�� ������������� � �������� ������� 
4.29 ������
���� �������	� � ��������, ��� �� ���� ������� ��-
�
��
�� ���������� ����
��, �.�. � /2. ���������� ?�� ��������� � 
��������� ��������, ���
��� ������� ��F�� V = 4� 

2. 

3. D������������ �����%���&  
����������$� ��#�$���� 

G �
��� �����?�������� ����� �����������#� ��� ��'������� 
����
�� �������, �.�. ��� ������ ��������, �������������� 
��������� 	
������ y = f (x), �����������#� �� ����'����
# f  ((x). 
/�������, ���� ���� 	
����� �'������ C � '���������� �� ��F��� 
q ���
�������� ������ C = C(q), �� ����
�� ������� �
�
� '�-
�������� ����'������ ?��� 	
����� MC = C ((q). K� ?������������ 
����� – ?�� �'������ �� ����'������� �������������� ������� 
���
�������� ������. ��?���
 ����� ���������� �������� 	
��-
��# �'������ �� ������ 	
����� ���������� �'������. 


����� 4.34. &��� 	
����� ���������� �'������ MC = 3q2 
 
– 48q + 202, 1 ) q ) 20. /���� 	
����# �'������ C = C(q) � �����-
���� �'������ � ��
��� ����'������� 10 ������ ������, ���� �'-
������, ��� �'������ ��� ����'������� ������ ������� ������ ��-
������� 50 �
�. 

; � , � � � � . *
����# �'������ ������� ���������������: 

,)( 0
1

CMCdqqC
q

� W  

��� ��������� C0 ��������� �' ������� 
������ C(1) = 50, ��� ��� 
C0 = 50, ��������
 �������� ���������� � �
��. B�������
�, ���
-
��� 	
����# �'������ 

C(q) = q3 
 24q2 +202q + 50. 

���������� q = 10 � ���
����
# 	���
�
, ������� ������� '��-
����� 

C(10) = 670. 
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K�� ����� �������� ���������� ������������� ��������� 
�������� ���������� ������	��������� �	�����	� ������� 
��	���. 

&��
���� �������, ��� ��� ������� ����������� ������� ���-
���� t = 1, 2, 3, ... '����� �������� ��������� ������ R(t). K��� 
�����
 �������� ���'������ ����' p, �� ��������������
# ����-
����� ������ �' ������� R(1), R(2), R(3), ... ������ �� �'������� 
	���
���: 

R(1)(1 + p)
1, R(2)(1 + p)
2, R(3)(1 + p)
3, ... . 

<���� ��������������
# ��������� ��������� ������ ������, 
�
����
� ?�� ��������: 

� ? = � � ,1)(
1

;
�



n

t

tptR  (4.18) 

��� n – ����� ����� �������� �������. 
G ����������� ������ ����� �'�������� ����������, �.�. ��� 

������� ������� ������� 0 ) t ) T, ��� [0, T] – ��������������� 
������ �������, '����� �������� I(t) – �������� �'������� �����-
���� ������ (�.�. �������� ��������� ������ '� ������
���  
������� �� t �� t + dt ����������� ����� I(t)dt). &�� ���
����� ��-
������ ? �'����� 	���
�
 (4.18), � ������, '��� �
���������� 
'������ �� '��� ������������� ���������, 	���
�� ���������� 
���������������� ��������� � ���������� ��
��� '������ ��  
�� ����������� ������, �  �����  	���
�� (4.18)  ������  ����
#-
��� ���: 

 .)(
0
W 
�?
T

ptdtetI  (4.19) 


����� 4.35. ��� ������������� �����?������������� '���� 
����������� �������� ����� �� ��������# I(t) = 
t2 +20t +5 (���� 
�
�./���) � ������� 20 ��� � ������� ���������� ������� p = 5%. 
/���� ��������������
# ��������� ?���� ������. 

; � , � � � � . �� 	���
�� (4.19) ����� 

� � .520
20

0

05,02W 

�? dtett t  
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���� ��������� ?��� ��������, �������� ������� '����
 ����-
������: 

s = 
0,05t,  t = 
20s,  dt = 
20ds. 

��� ?��� ����� ������� �������������� ���
��#��� ���������-
��� ������ �������� � 	���
�
 '�����: s0 = 0, s1 = 
1. B���� 

� � � � .540040020540040020
0

1

2
1

0

2 WW








�


�? dsessdsess ss  

J ���������
 ��������
 �������� 	���
�
 �������������� �� 
������, ������� u = 
400s2 
 400s + 5, du = (
800s 
 400)ds, dv = esds, 
v = es. ��?���
 

� � � � .400800540040020
0

1

2 0

1 ""
#

$
%%
&

'


�? W






dsseess ss  

G ������ ��������� ��������� ������� ��������������, � �� ���-
���
 ���������
 ��� ��' �������� 	���
�
 �������������� �� 
������, ������� u = 800s + 400, du = 800ds. B���� 

� � �""
#

$
%%
&

'


�? W








0

1

0

1
1 8004008005520 dseese ss  

= 20(5 
 5e 
 1 +400 + (800 
 400)e 
 1 
 800 + 800e 
 1) =  
= 20(1195e 
 1 
 395). 

������������ ���
��� ? = 892 (���� �
�.). 
&���� ���������� �������
# ������ ?������������� �����, 

����������
# K.&. &������. �������� ���
����� ?��� ������ 
�	���
�������� ����. 

1. G����� �'������� �������� �������� ��������� ������ I(t) 
������ ��� �� �����
���� �����, ��� � �� �'������� ��F��� ����'-
�������. 

2. =������� �'������� �������� ������ Y(t) ��������������� 
����'������ �������� ��������� ������ � ��?		�������� ���-
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��������������� k = 1/s, ��� s – ���������� �������� ����������. 
A�� ������������� ����� '������� � ���� 
�������� 

 
dt
dI

sdt
dY 1

� . (4.20) 

3. A������������ ��������� Z (�.�. �������� ��������� ����-
���, ������� ����� ����'�����) �������������� ��F��
 ������-
��� ������� K � ��?		�������� ������������������ :, �.�. 
Z = :K. &�		�������
� �� t, ���
��� 

 .I
dt
dK

dt
d ::Z

��  (4.21) 

G ������ &����� ��������������, ��� ���� ?������������ ��-
������� ��������# ������'
����, ����� �������, Y = Z. &�		�-
������
� �� t, ���
��� 

 
dt
d

dt
dY Z

� . (4.22) 

���������� (4.20) � (4.21) � (4.22), ����� 

 .,1 sdt
I

dII
dt
dI

s
:: ��  (4.23) 

���� ����� 	
����# I(t) �' 
�������� (4.23), �����������
�� ��� 
����� ���������� ��������� �� t �� 0 �� t. ���
��� 

,
00
WW �
tt

sdt
I

dI :   ���  ,|)(|ln 00 sttI
tt

:�  

���
�� ln|I| = ln|I(0)| + :st. ��������
� ��������� ���������, ���
-
��� ������������� ��������� ��� I(t): 

 I(t) = I(0)e:st, (4.24) 

��� I(0) – ?�� �������� ��������� ������ � ��������� ������  
�������. 
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<���� ����'��, ��� ���� ����� ������������ ���������� ���-
�
 ��F���� ����'������� ���� � �����
���� ������� �� ���, 
�������� ��������� ������ ������ ����� � ?��������������� ���-
�����# �������� 	���
�� (4.24). 

!����� &����� – ?�� �������� ������ ������ �����, '�����-
������ � ���� ������ ��� ���������� 
��������, � ������� ������ 
����'������ ���'������� �������. <���� 
�������� ��'���#��� 
����������
����, ��� �
�
� ����������� ���� � ?��� �����. 
=
���������� ����������� ��,���� ����� 
�������� �������� 
���������� ��������������. 

§ 4.7. ����,�#����"� ��#�$���" 
G���� ������� ������������� ���������, �� ������������, ��� 

����'�� �������������� �������, � ��������������� 	
����� ��-
�������� �� ?��� ����'��. G ��������� ��
��� ��������� �
�� 
&���
 �� �
��� ������������. ������ ��'����� ��
���, ����� 
���� ��� ��� ?��� 
������ �� �������#���. G ����� ��
��� ����-
������
#��� ��������� ��'���#��� �����	������. "
��� ��'-
������ ��� ��
���: ������
��� �������������� ���������� ��� 
��������������� 	
����� �� ����������. 

1. ����,�#����"� ��#�$���" � ,��������"�� 
�������� ��#�$��������& 

/����� �� ��
���, ����� ������
���� �������������� ������-
�� �
� [a, +�). 

����������. ���	
 ������� y = f (x) ��	������� �� ���-
��� ������� �	��� [a, b] (b > a). ����� �� 	��������		�� 
	-

��"��� W
�

a

dxxf )(  ��������	 ���� ������� I(b) = ,)(W
b

a

dxxf  ��-

��� b �	���	�� � ���������	�: 

 .)(lim)( WW ��

�

�
b

a
b

a

dxxfdxxf  (4.25) 

K��� ������ W��

b

a
b

dxxf )(lim  �
�����
�� � �������, �� �������, 

��� ������������� �������� �!���	��. 
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K��� ������ � ������ ����� (4.25) �� �
�����
��, �� �������-
������ �������� ���!���	��. 

�� �������� � ������������ (4.25) ����� ����������� �����-
�������� �������� � ����������� ������ ��������, � ������, 

 .)(lim)( WW 
��
�


�
b

a
a

b

dxxfdxxf  (4.26) 

/������, ����� ����������� ������������� �������� � �����-

������� ������ � ������� ��������� .)(W
�

�


dxxf  &�� ?���� ��'�-

��� ����'�����
# ����
 c. ��� ��'����� ������
# ��� �� ��� �
�� 
(
�, c] � [c, +�). K��� �
�����
#� ������������� ��������� 

W
�


c

dxxf )(  � ,)(W
�

c

dxxf  �� �������, ��� �
�����
�� � ������������� 

�������� .)(W
�

�


dxxf  G ?��� ��
��� ������#� 

 .)()()( WWW
�

�


�

�


�
c

c

dxxfdxxfdxxf  (4.27) 

/���
��� ����'���, ��� ������ ����� 	���
�� (4.27) �� '������ �� 
������ ������
������ ����� c.  

�������
���
� ����� 	��������		�"� 
	��"����. �
��� 
���� ��������������� 	
����� y = f(x), ����������� �� �
�� 

[a, +�). &�� ������� b > a ������������ �������� W
b

a

dxxf )(  ���� 

������� ������������� �������� aABb. !������� ��������� ��-
��'�� Bb ������, �� ���
��� � �������� '������� �������������� 

��������� W
�

a

dxxf )(  ������� “���
��������” aA� (���. 4.16). 
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����� 4.36. /���� ������������� �������� W
�

1
2x

dx . 

; � , � � � � . �� ����������# ����� 

.111lim1limlim
11

2

1
2 �"

#
$

%
&
' 
�
��

����




��

�

WW bx
dxx

x
dx

b

b

b

b

b
 

<���� ����'��, ������������� �������� �������� � ����� 1. 

O a b x

y
A

B

 

)��. 4.16 


����� 4.37. /���� ������������� �������� .
1
W
�

x
dx  

; � , � � � � . B���� 

� � .22lim2limlim
1

1

2
1

1

��
���
����




��

�

WW bxdxx
x

dx
b

b

b

b

b
 

G ������ ��
��� ������������� �������� ���������� (������ 
����� �������������). 


����� 4.38. /���� ������������� �������� .2cos
0
W
�

xdx  

; � , � � � � . G ������ ��
��� 

00 0

sin 2sin 2cos2 lim cos2 lim lim
22

bb

b b b

bxxdx xdx x
�

�� �� ��
� � �W W  

� �������� ����������, ��������
 ������ ������ �� �
�����
��. 
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����� 4.39. ;��������� ���
���#, ����� �������� ����� 
�� ������������ �������, �������� � ��
��� ?����
������ '�����-
���� 
������. K��� r – ����������� ���������� ������, � R(t) – ��-
��������
#��� �����, �� ���������� ���������������� ��������� 
'��������� 
������ �������� � 	���
��, ���#��#��� ����������-
��� �������� 

 .)(
0
W
�


�? dtetR rt  (4.28) 

�
��� R(t) = 5e
0,7t (��� �
�./���) – �����, ���
������ �� '�-
�������� 
������, r = 10% – ���������� ������. ��������� ���-
�����������
# ��������� '��������� 
������ �� 	���
�� (4.28): 

25,6
8,0

5
8,0

555
8,0

00

8,0

0

1,07,0 ��"
"
#

$
%
%
&

'



����?


 ��



�


 WW

t
ttt edtedtee (��� �
�.). 

B�������� �������� ?�
 �������
 �� ���������# 
������ � 
������ ������ �������, ������� ����� R(0) = 5 (��� �
�.). 

2. ����,�#����"� ��#�$���" �# ���$��������"! ������� 

�
��� 	
����� y = f (x) ���������� �� ������
��� [a, b). <���
 
x = b �
��� ��'����� ������, ���� 	
����� f(x) ������������ � �#-
��� ����������� ?��� �����, �� ���������� �� �#��� ����'��, '�-
��#������ � ������
��� [a, b) (���. 4.17). 

O a b x

y

 

)��. 4.17 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 332

����������. ���	
 ������� y = f (x) � ��������� �� �	-
��� [a, b], ������ ��	������� �� ����� ��
)� �	��� 

[a, b 
 �], �� � > 0. ����� ��� ��'�	��	 ���� ,)(lim
00 W




�

�

�

b

a

dxxf  

�� ��������	 �� 	��������		�� 
	��"��� �� 	��"��	
��		�� 
��	�

 f (x): 

 .)(lim)(
00 WW




�
�

�

�

b

a

b

a

dxxfdxxf  (4.29) 

K��� ������ � ������ ����� (4.29) �������, �� �������, ��� ��-
����������� �������� �!���	��. K��� �� ������ �� �
�����
�� 
��� ����������, �� ������������� �������� ���!���	��. 

:��������� ���� x = a – ������ �����, �� ������������� ����-
���� ��������#� ���: 

 .)(lim)(
00 WW


�

�
b

a

b

a

dxxfdxxf
�

�
 (4.30) 

K��� �� x = c – ����	����� ��
������� ������ ����� �� ��-
��'�� [a, b], �� ������#� 

 WWW �
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  (4.31) 

��� 
������, ��� ��� ������������� ��������� ������ ��������.  

K��� ������ ����� �� ����'�� [a, b] ���������, �� ����'�� ��'-
����#� ����� ����'��, ����� � ������ ����'�� ��'������ ���� �� 
����� ����� ������ �����, � ������'
#� ����������� (4.31). 

�
��� F(x) – ���������'��� ��� 	
����� f (x). ������� 

F(a + 0) = ),(lim
00

�
�


�

aF   F(b 
 0) = ),(lim
00

�
�



�

bF  

���� ?�� ������� �
�����
#�. 
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:������� 	���
�� /�#���� – @������� ��� ���������� ��-
����������� ����������, 
 ������� ������� ������� ����#��� 
������ x = a � x = b, �
��� ����
#��� 	���
��: 

 W
b

a

dxxf )(  = F(b 
 0) 
 F(a + 0). (4.32) 

G ��
��� ����������� 	
����� F(x) ���
��� 	���
�
, �� ���
 
��������# �������#�
# � 	���
��� /�#���� – @�������: 

 W
b

a

dxxf )(  = F(b) 
 F(a). (4.33) 


����� 4.40. /���� �������� .
1

0
W x

dx  

; � , � � � � . ��������������� 	
����� f (x) = 
x

1  ����� ����-

������
# ����
# ����
 x = 0 �� ����'�� �������������� [0; 1]. 
���������'��� ��� ?��� 	
����� �
��� F(x) = 2 x , ������� ��-
�������� �� ?��� ����'��. �� 	���
�� (4.33) ����� 

W
1

0 x
dx  = 2 x

1

0
 = 2 
 0 = 2. 

<���� ����'��, ������ ������������� �������� ��������  
� ����� 2. 


����� 4.41. /���� �������� .
1

0
W x

dx  

; � , � � � � . ��������������� 	
����� f (x) = 
x
1  ����� �� ���-

���
��� �������������� [0; 1] ����������
# ����
# ����
 x = 0. 
���������'��� ��� ��� �
��� F(x) = lnx. ��?���
 ����� 

� � .lnlimln1lnlimlnlimlim
0000

1

00

1

00

1

0

��
�
���
���� WW ��

����
�

�
xx

dx
x

dx  

<���� ����'��, ������ ������������� �������� ����������. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 334

B������ ������ ���'� ����
 �������������� ����������� � 
������������ ��������� � ����������� �� �������������� 	
��-
���. ������� ?�� �� ������
��� �������. G������� '����
 ��-
�������� 

.,1,1
2t

dtdx
t

x
x

t 
���  

G������ ������ �������������� �� �'�������, � ������ ���-

��� �������������� �
��� ����� +�, ��������
 .1lim
00

��
� xx

 <�-

��� ����'��, 

WWWW
��

�

��
�
11

1

2

1

0 x
dx

t
dt

t
tdt

x
dx . 

��?���
 ��������� ������������� �������� � ����������� 
������� �������� ����� ����������. 

3. 
������� �!�����#� ����,�#����"! ��#�$����� 

&� ��� ��� �� ����������� ���������� ������������� ����-
������, ������ �' �����������. G ��������� ��
���� 
����� ���-
�������� ��-��
���
. ;��������� ������� ��
��� ������������� 
���������� � ����������� ������� �������� �� ��������������� 
	
�����. B���, �
��� ��������������� 

 � � ,W
�

�
a

dxxfI  (4.34) 

��� f (x) � 0 ��� x � a. 

�����. 5����	����� ��	���� (4.34) ���� �!���	��, ���� 
���� +�. 

& � � � ' � � � � � � � � � . /�������, ��� �������� ����������# 
(4.27) ���������� ��������� (4.34) '������ �� �
����������� ���-
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���� 	
����� � � � �W�
b

a

dxxfbI  ��� b � �. *
����� I(b) �� 
������ 

��� b > a, ��������
 ���� b2 > b1, �� 

� � � � � � � � .
12

1

12

WWWW ��
b

a

b

b

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf  

G����� ����� 	
����� ���� ������������ ��� b � �, ���� ������-
���� � ����� � ���
 ������������ ����� ������. A�� '���������� 
����'��������� �����. 

:������  4.13 (��
�	� ����	�	
�). ���	
 ���� ������� f (x) 
� g (x), ��	������� �� ����� �	��� [a, b], ����� ��� ������ 
x > a ��������	�� ������	�� 

 0 ) f (x) ) g (x). (4.35) 

����� ��� �!���	�� �����	����� ��	���� �	 «���
)�» ����-

��� � � ,W
�

a

dxxg  	� �!���	�� ��	���� �	 «��
)�» ������� 

� � .W
�

a

dxxf  ^ �������	, ��� ��	���� �	 ��
)� ������� ���!�-

��	��, 	� ���!���	�� � ��	���� �	 ���
)� �������. 
& � � � ' � � � � � � � � � . &�� �#��� 	
����� y = f (x), �������-

�
���� �� ������ ����'�� [a, b], ���'����� 

� � � � .W�
b

a
f dxxfbI  

�
��� ������������� �������� � �W
�

a

dxxg  ��������. �������� 

����
 � 	
����� � �bI fg
 . K��� �
�����
�� �������� ������ 
� �,lim bI fgb 


��
 � �� 
�����# �
�����
�� �������� ������ � �,lim bIgb ��
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�� �' ������� �������� �
�����
�� �������� ������ � �,lim bI fb ��
 �.�. 

�������� �� ����,�� 	
����� ��������. 
/�������, �����������, ��� � � .lim ��


��
bI fgb

 <���� �
�����
�� 

������������������ �� ���� nbbb 21 , ��� ������� � � .nbI nfg �
  
������ � � � �,ngnfg bIbI )
  ��� ��� ��� ?��� ������������������ ��-
����� � � .nbI ng �  A�� ������������ ������������# � ���������� 
�������������� ��������� �� 	
����� g. &���'��������� ������� 
'��������. 


����� 4.42. B���������� �� ���������� ������������� ��-
������  

.
11

2W
�

 xx
dx  

; � , � � � � . &�� x � 1 ����������� ����������� 

.1
1
1

22 xxx
)


 

/���
��� ���������, ��� �������� �� ����,�� 	
����� ��������. 
��������
 ��������� ��� 
������ ������� 4.13, �� ������ ����-
���� ��������. 

&����� ���'��� ����� ���� ����'�� ��� ������������ �����-
�������� ���������� �� ���������� ��� 	
�����, �������#��� 
'������� ��'��� '�����.  

����������. 5����	����� ��	���� (4.34) �!���	�� ��-
�����	�, ��� �!���	�� ��	���� �	 ������ ������� 

 � � .W
�

a

dxxf  (4.36) 

L������, ��� � ����������� �����#���� ���������� �� ������ 
�� �������� � ���������� ��������� (4.34). A�� ������������� ��-
������ �'��,���, ��� ����'����� ����
#��� �������. 
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:������ 4.14. *��� f (x) ��	������� �� ����� �	��� 
[a, b], a < b, � ��	���� (4.34) �!���	�� ������	��, 	� �� 
 �!���	��. 

& � � � ' � � � � � � � � � . G����� � ������ 	
������ f (x) �������-
��� ��� 	
�����: 

� �
� � � �

� ��
�
�

�
�

� ,0,0
,0,

xf
xfxf

xf   � �
� �

� � � ��
�
�

�

�

�
 .0,
,0,0

xfxf
xf

xf  

X���, ��� ��� ?�� 	
����� �������#� ������ ��������������� 
'�������. G������#��� ��������� 

� � � � � � � � � � � �., xfxfxfxfxfxf 

 
��  

��?���
 ���� ������������� �������� ��� � �xf  ��������, �� �� 
�������� �� ���'���
 ��������� � ��� ������� ���������� 

� � � �., xfxf 
  ��������
 f (x) ���� ��'����� ��
� ��������
����1 
	
�����, �� ������������� �������� �������� � ��� ���. 


����� 4.43. B���������� �� ���������� ������������� ��-
������ 

.)cos(
1

2W
�

dxx  

; � , � � � � . G������� '����
 ����������: 

,
2

,,2

t
dtdxtxxt ���  

��� ?��� ������� �������������� �����
��� ��������. ���
��� 

.cos
2
1

1
W
�

t
tdt  

                                                        
1 B�������
������ f+(x) � f–(x) ����
�� ����'���������, ��. ������
 6.9. 
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G������� �������������� �� ������, ������� 

.sin,cos,
2

,1
2/3 tvdttdv

t
dtdu

t
u ��
��  

���
��� ��������� 

""
#

$
%%
&

'
 W

��

1
2/3

1

sin
2
1sin

2
1 dt

t
t

t
t . 

/���
��� ������, ��� ������ ������� ���������� � ������� �����  
–sin 1. ��?���
 ���������� ������� ��������� '������ �� �������-
��� ��������� 

.sin

1
2/3W

�

dt
t

t  

��������� �������� �������� �����#���, ��������
 |sin t| ) 1, � 

�������� W
�

1
2/3t

dt  ��������. <���� ����'��, �������� �������� ���-

�����. !���� ����� ��� ������������ '�������, ������ –0,28. 

§ 4.8. 
��,��%����� �"��������  
���������"! ��#�$����� 

G ��� ��
���, ����� ���������'��� ��������������� 	
����� 
�'������, ��������, �������� ?����������� 	
������, ���������-
��� �������� �������#� �� 	���
�� /�#���� – @�������. ������ 
����� ��'������ ���
����, ����� ���������'��� ���� �� ���������� 
� ���� ?����������� 	
�����, ���� ��������� ��� ���������'��� 
�������� ���,��� ������. G ?��� ��
��� �������#� ���������-
��� 	���
�� ���������� ������������ ����������. !� ��'����-
����� � ��
�� �' ��� – �������� ���������
����� � �������� 
$�������. 

�������� ���� ���
����� ?��� 	���
� ������� � '����� ���-
������������ 	
����� �� 	
����# ����� �������� ����, �����-
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���, ���������, �������� �� �������� ������� ��������������� �� 
	���
�� /�#���� – @�������. 

1. @������ ��&���$�������� 

�
��� ����
���� ��������� ������������ �������� ,)(W
b

a

dxxf  

��� f (x) – ��������
���� 	
����� �� ����'�� [a, b]. ;�'����� ����-
'�� �������������� �� 2n ������ ������:  

a = x0 < x1 < x2 < ... < x2k 
 2 < x2k 
 1 < x2k < ... < x2n 
 2 < x2n 
 1 < x2n = b. 

/� ������ ����'�� [x2k
2, x2k] ��� �� ��������� cd �������� 
�����
������� ������� f (x2k
1) – cCDd (���. 4.18). ������� �����-
�������� �������� aABb '������ �� �
��
 �������� ���� ����� 
�����
���������. <���� ����'��, ������������ �������� ���-
�������� ����� ����
#��� �
���: 

W
b

a

dxxf )(  E f (x1)�2h + f (x1)�2h + ... + f (x2n
1)�2h = 

 = 2h(f (x1) + f (x3) + ... + f (x2n 
 1)). (4.37) 

xO a x1 x2 x2k 
 2

x2k 
 1

x2k x2n 
 2

x2n 
 1

b

A

B
y

c d

C D

 

)��. 4.18 
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L���� h – ����� ����'�� ��'������, ,
2n

abh 

�  �������� x2k
1, 

1 ) k ) n, �������#� ���������������: 

x1 = a + h,  x2k + 1 = x2k
1 + 2h,  k = 1, 2, ..., n 
 1. 

*���
�
 (4.37) ��'���#� �������� ���������
�����. 


����� 4.44. G�������� � ��������# �� 10
3 ������������ 

�������� ,
1

1

2

W




 dxe x  ������'
� 	���
�
 �����
���������. 

; � , � � � � . �������� f (x) = ,
2xe
  a = 
1, b = 1, ����� .1

n
h �  

;�������� 	���
�� �������� ����
#��� ����'��: 

x1 = a + h; s0 = 0; 1 ) i ) n, xi+1 = xi + 2h, si = si
1 + f (xi); Sn = 2h�sn. 

;�'
������ ���������� ��������� � ����
#��� �������. 
 

n 2 4 8 16 32 64 128 

Sn 2 1,558 1,509 1,497 1,495 1,494 1,494 

 
J�� ����� �' �������, '������� ��������� � '������� �����-

���# ���
������ 
�� �� ,����� ,��� (n = 64).  
&���'���, ��� �����,����� ���������� 	���
�� (4.37) �� 

����,� ��� 

� � ,
24 2

2

M
n
ab 


�7  

��� M – ������
� '������� ������ ����'������ �� ������ ����'-
��. ������ ���������� '��������#�, ����� ���
�� ��'����� 
|S2n 
 Sn| ���������� ����,� '������� ��������. 
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2. @������ *������� 

&�� ���
����� ������������ 	���
�� ���������� ������-
������� ��������� ����� ������� ��������, ��� 	���
�� �����-

���������, �
��� ��������� ������ ������������� ����'��� 
�
��� �������. 

����� 1. (�� ���� 	�� 	���� M1(x1, y1), M2(x2, y2), 
M3(x3, y3) � ���������� ���������� ����� �����	� ����	��-
��� �������� 

 y = ax2 + bx + c. (4.38) 

& � � � ' � � � � � � � � � . &�� ���������� ���'������� ��?		���-
����� a, b, c ��������� � 
�������� (4.38) ���������� ������ ��-
��� M1, M2, M3. ���
��� ������
 
��������: 

�
�

�
�

�

�

�

�

.

,

,

33
2
3

22
2
2

11
2
1

ycbxax

ycbxax

ycbxax

 

������������ ?��� ������� 

� �� �� �132312

3
2
3

2
2
2

1
2
1

1
1
1

xxxxxx
xx
xx
xx




��7  

�� ����� �
�#, ��������
 ��� ����� x1, x2, x3 �� 
�����# ��'�����. 
��?���
 ?�� ������� ����� ������������ ��,����, ��� � �������-
���� ����'���. 

����� 2. ���'��
 s ������������ 	������, ����������� 
��������� y = ax2 + bx + c, ���!���'� ��� 	���� M1(
h, y1), 
M2(0, y2), M3(h, y3) (���. 4.19), ������	�� �������� 

 � �.4
3 321 yyyhs �  (4.39) 
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h O  h  x

M1 

M2 

 M3

 y 

 

)��. 4.19 

& � � � ' � � � � � � � � � . G ?��� ��
��� �' (4.38) ����
�� 

�
�

�
�

�

�

�
�


,

,
,

3
2

2

1
2

ycbhah

yc
ycbhah

 

���
�� 2ah2 + 2c = y1 + y3. ��?���
 

� � � � � � ���� WWWW





hh

h

h

h

h

h

dxcaxxdxbdxcaxdxcbxaxs
0

222 2  

� � � � � �.4362332 321
2

3

0
yyyhcahhcxxa

h
���  

;��������� �����������
# �������#, ����������
# ���	�-
��� 	
����� y = f (x), � ��'����� ����'�� �������������� [a, b] �� 
2n ������ ������ ������� 

a = x0 < x1 < x2 < ... < x2k < x2k + 1 < x2k + 2 < ... < x2n 
 2 < x2n 
 1 < x2n = b. 

���' ����
# �' ����� 

M0M1M2, ... , M2kM2k + 1M2k + 2, ... , M2n 
 2M2n 
 1M2n 

�������� �������
 (����� 1). G ��'
������ ���
��� n ����������-
��� ��������, ������������ �����
 ����������. �� ����� 2 ���-
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���� ������ ����� ��������� ������������� ��������, �����#-
����� �� ����'�� [x2k, x2k+2], ����� 

),4(
6

)( 22122

22

2

 



EW


kkk

x

x

yyy
n
abdxxf

k

k

 

��� yk = f (xk), 0 ) k ) 2n. =�������� �������� ?�� ������������ 
���������, ���
��� ����������
# 	���
�
 

� �,4
6

)(
1

0
22122;W




�
 



E

n

k
kkk

b

a

yyy
n
abdxxf  

��� � ��'����
��� ���� 

 � � � �� �....4...2
6

)( 12122220 

 



EW nnn

b

a

yyyyyy
n
abdxxf  (4.40) 

=�����,���� (4.40) ��'������� �������� $�������. G ?��� 
	���
�� '������� 	
����� f (x) � �������� ������ ��'������ x1, ..., 
x2n
1 ���#� ��?		������ 4, � ������ ������ x2, ..., x2n
2 – ��?		�-
����� 2, � ��������� ������ – ��?		������ 1. 

!���� ����'���, ��� �����,����� 	���
�� (4.40) �� ����-
,� ��� 

� � ,
2880 4

5

n
abM 
  

��� M – �������,�� '������� ���
�� ��������� ����'������ ���-
��� 	
����� �� ����'�� [a, b]. 


����� 4.45. G�������� ����������� ������������ ����-
���� �' ������� 4.44, ������'
� 	���
�
 =�������. 

; � , � � � � . ���� �������� ��'
������ ���������� �� 	��-
�
��� �����
��������� � =�������, �
��� ����� ���������� ��'-
������ ����'�� [
1; 1], ������ ����� n ��������� ����� ����'��, 
����� �������� ��
������� ����� ���������� – ���������� '��-
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����� 	
����� – ���� ����������. ;�'
������ ���������� �����-
���� � ����
#��� �������. 

 
2n 4 8 16 32 

S2n 1,49436 1,49371 1,49365 1,49365 
 
=������ ?		���������� ���������� ��� ?��� ��
� �������. 

!� �����, ��� 	���
�� =������� ���� ��� ������ '���� ����� '�-
����� ��� ��'������ ����'�� �� 4 ���������, ��� ������'������ 
	���
�� �����
��������� ������������ 64. !� ���
��� 5 ���-
��� '����� ����� '������ ��� 2n = 16! 

<���� ����'��, 	���
�� =������� ���� '����������� ����-
��, � �������� ��� ��'����������� 
��������� �������������� 
����� � �������� ��� �� ��F��� ����������. 

G '���#����� �������, ��� � ��������� ��
���� (����� ����-
��� ��� ��
��� ����
���� '������� 	
�����) �������#� ��
��� 
�������������� ����� C�
��� � ���,���, ������� ��'����#� '� 
���� ����������� ������ '������� 	
����� �������� ���������-
�� '������� ������������ ���������� ��� ����� ?�������� ���-
�����. 
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����� 5  

'	*���P� 	 *:�
���P� )R�P 

§ 5.1. 
��&#�� �������$� �&� 

1. ������"� ���������& 

����������. ���	
 ���� �������� ��������	�
���	
  

a1, a2, a3, ..., an, ... .  

2������ ����  

 a1 + a2 + a3 + ... + an + ... = ;
�

�1n
na  (5.1) 

�������	 �
������ �����, ��� ����	� �����. 
���� a1, a2, ..., an ��'���#� ������ ����, ����� an � ����� 

������� n ��'���#� ��'�� ����� ����. 
=
��� ��������� ����� ������ ������ ����  

S1 = a1,   
S2 = a1 + a2,   

S3 = a1 + a2 + a3, 
... 

Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an, 

��'���#� ���	������ ������� ���� (5.1). <�� ��� ����� ������ 
���� ����������, �� ��������� �
��� ����'
#� ������
# �����-
������������� 

 S1, S2, S3, ..., Sn, ... . (5.2) 
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����������. _�� (5.1) �������	 �$����
���, ��� ����-
����	�
���	
 (5.2) �� ���	����! ���� �!���	�� � ���	����� 
����� S. 2 �	�� ����� ����� S �������	 ������ ���� (5.1). 2 
���	����� ����� ��� (5.1) �������	 ���$����
���. 

G ��
��� ���������� ���� (5.1) ��� �
��
 '�������#� � ���� 
�������������� ��������� 

S = a1 + a2 + a3 + ... + an + ... ,  ��� S = .
1

;
�

�n
na  


����� 5.1. !� '������ � ������ 
�� �����, �� ������� ��-
�� � ���� �������, ����� ������� ��'���������� � �������������-
�� �������. ���� e � � ��� '������. L����� � = 3,14... � 
e = 2,1718... �'����#�, ��� 

� = 3 + � 210
4

10
1  , 

�� 432 10
8

10
1

10
7

10
12e  . 

�� �������� �#��� ���������� ��'������� ��������������� ����� 
������������ ����� ���������� �������� ���, ����������� 
��-
'����� ��� ����� � � e, � ��������� �
��� Sn – ?�� ������������ 
'������� ����� � '������� ��������#. 


����� 5.2. K��� � �������� ������������������ {an , n = 1, 2, 
3, ...} �� ���������� ��������� ���	������� ��������� � 
������ ������, ������ b � 0, � '����������� q, �� ���
��� ��� 

 b + bq + bq2 + ... + bqn 
 1 + ... . (5.3) 

�������� �
��� Sn  ?���� ���� ��� q � 1 ����� ��� 

Sn = b + bq + bq2 + ... + bqn 
 1 = � �
q

bq
q

b
q
qb nn








�






111
1 . 
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���#��: 

1) ���� |q| < 1, �� ,
11

lim
1

limlim
q

b
q

bq
q

bS
n

nnnn 

�








�

������
 �.�. ��� 

(5.3) �������� � ��� �
��� S = ;
1 q

b



 

2) ���� |q| > 1, �� � � ,
1
1limlim ��






�
���� q

qbS
n

nnn
 �.�. ��� (5.3) �����-

�����; 
3) ���� q = 1, �� ���

����
nbS

nnn
limlim  ��� b � 0, ��� ��� ��� ���-

�������. K��� �� q = 
1, �� ��� (5.3) ��������� ��� 

b 
 b + b 
 b + ... . 

�������� �
��� ?���� ���� �������� ����
#��� ����'��: 

S1 = b, S2 = 0, S3 = b, S4 = 0, ... . 

��?���
 ������ ��������� �
�� �� �
�����
��, � ��� (5.3) �����-
����� � � ?��� ��
���. 

!� �����, ��� ��� (5.3) ��������, ����� |q| < 1, � ���������� 
��� |q| � 1. G ��
��� |q| < 1 ���������# ��'���#� �������� ���-
���'�. 


����� 5.3. �������� ������ ����������� ����, ��������� 
�� �������������� ����������. ;��������� ��� 

� �
...

1
1....

32
1

21
1





�


� nn

. 

<�� ��� 
� � 1

11
1

1



�
 nnnn

, �� ��� n-� ��������� �
��� ���� 

���
���� ��������� 

"
#
$

%
&
'



"

#
$

%
&
' 
"

#
$

%
&
' 
�

1
11...

3
1

2
1

2
11

nn
Sn . 
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����� ��������� ������ ��� ���������, ����� ������� � ��-
��������, �'����� 
�������#���, � � ��'
������ ���
���� 

1
11



�
n

Sn . ���#�� ����
��, ��� 1lim �
��

nn
S . B���, ��� �������� � 

��� �
��� ����� 1. 

2. *����#�� �!�&-�!�& �&�� 
1. *��� �!���	�� ��� a1 + a2 + a3 + ... + an + ..., 	� �!���	�� � 

����� ���, ��������� �� ��� �	���������� �������� ����� 
�����. 

����������� ��
����, ����� ���������#��� ������ k ������ 
���� (�� ����� ���� ����� ����������� ����� ��
���, ����� 
������, ����� ������������� ������ ���� �������� �����). "
��� 
��'����� �����,���� ��� ak+1 + ak+2 + ... ��	�	��� (��� ����� ���-
�� k-� ��������) ��������� ����. ���'����� �
��
 ������ k ���-
��� ����' Ik, �������
# �
��
 ��������� ���� – ����' Sn, ������-
�
# �
��
 ������� – ����' [Sn, ����� ��� n > k ����� 

Sn = (a1 + a2 + ... + ak) + (ak+1 + ak+2 + ... + an) = Ik + [Sn
k. 

B' ?���� ��������� ����
��, ��� ���� �
�����
�� ������ ��������� 
�
�� ��������� ���� ,lim nn

S
��

 �� �
�����
�� � ������ ,lim nn
S

��
 � ��-

������. G ���������, ����������� ���������, ���'���#��� �
��� 
��������� ���� � �������: 

S = [S + Ik. 

/�� ����������� ������ ����� ��������� ������� ���	��-
�������� ��������. 

2. *��� ��� a1 + a2 + ... + an + ... �!���	�� � �� ����� ����� S, � 
c – ���	��� �����, 	� �!���	�� ��� ca1 + ca2 + ... + can + ... � �� 
����� ����� cS. 

�
��� Sn – ��������� �
��� ��������� ����, � In – ��������� 
�
��� ���� ca1 + ca2 + ca3 + ... + can + ..., ����� ��������, ��� 
In = cSn. �������� � ������
 ��� n � �, ���
���� 

,limlimlim cSSccS nnnnnn
���

������
I  

�.�. ������������������ ��������� �
�� {In} �������� � ����
 cS. 
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�
��� ���� ��� ���� 

 a1 + a2 + a3 + ... + an + ... , (5.4) 
 b1 + b2 + b3 + ... + bn + ... . (5.5) 

=������� �' ��� ����� ��� 

 (a1 + b1) + (a2 + b2) + (a3 + b3) + ... + (an + bn) + ... . (5.6) 

C������, ��� ��� (5.6) ���
��� �������� ������� (5.4) � (5.5). 
��� ?��� ����������� ����
#��� ��������. 

3. *��� ��� ���� (5.4) � (5.5) �!���	��, � �! ����� �����  
���	�	�	���� S � T, 	� � ��� (5.6) �!���	�� � �� ����� Q ���-
�� S + T. 

��������, ��� ��� �#���� n ����� Qn = Sn + Tn, ��� Sn, Tn, Qn – 
�������������� ��������� �
��� ��� (5.4), (5.5) � (5.6). �������� 
� ������
 ��� n � �, ���
����, ��� �
�����
�� ������ nn

Q
��

lim  � 

Q = S + T. 
4. *��� �!���	�� ��� a1 + a2 + a3 + ... + an + ... , 	� �!���	�� � 

����� ���, ��������� �� ��� ������������ �������!, ����� 
����� ����! ����� ���������. 

/�������, �������� ��� 

(a1 + a2) + (a3 + a4) + ... + (a2n 
 1 + a2n) + ... , 

���
������ �' ��������� ���� ��
��������� ������ �� ���. /� 
����� ���� ��
��� ���
� �������� �' ����'�������� ����� ������, 
'��������� �� �� ������. 

/�'���� ���, ���
������ �' ������� ��
��������� ������, 
“��
�����������”. X���, ��� k-� ��������� �
��� [Sk ��
�����-
������� ���� ��������� � ��������� n-� ��������� �
���� ������� 
���� Sn ��� ���������� n � k: 

 .nk SS �  (5.7) 

��?���
 ���� k � �, �� � n � �. <���� �' ��������� (5.7) ���-
�
��, ��� �
��� ��
������������ ���� [S ����� �
��� S ������� 
����. 
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3. ���,!���"� ������� �!�����#� �&� 

��� ������������ ����� ��'����#� ��� '�����: 1) ����������� 
��� �� ���������� � 2) '���, ��� ��� ��������, ����� ��� �
��
. 
D�������� ������� ����������� 
������ ����������. 

:������ 5.1 (	���$��
��� ��
�	� �$��
����
). *��� ��� 
�!���	��, 	� ���� �� ��'�� ���� ���� ����. 

A������������ 	���
�������: *��� ���� ��'�� ���� ���� 
� ���� ���� ��� � ��'�	��	, 	� ������ ��� ���!���	��. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� ������ ��� �������� � ��� �
��� 
����� S. &�� �#���� ���
�������� n ����� Sn = Sn
1 + an, ��� 

 an = Sn 
 Sn
1. (5.8) 

��� n � � ��� ��������� �
��� Sn � Sn
1 ��������� � ������
 
S, ��?���
 �' ��������� (5.8) ����
��, ��� 

.0limlimlim 1 �
�
� 

������

SSSSa nnnnnn
 

���������� ��� ��', ��� �� 
��������� ������ ����������� 

������ ���������� ����, �.�. 
������, ��� ���
,���� �������� 
��� �� ����� ���������. = ������# ?���� ���'���� ����� ����-
'����� ������ ������������ ����. 


����� 5.4. B���������� �� ���������� ��� 

�� 



13

2
2
1

n
n  . 

; � , � � � � . B���� ,01
1

limlim ��


�
���� n

na
nnn

 ��?���
 ������ 

��� ����������. 


����� 5.5. B���������� �� ���������� ��� 

�
3
1

3
1

3
1

2
1

2
11  . 
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; � , � � � � . G ?��� ��
��� ������ ������ ����� ����, ������-
��, ����� �
�#, ������ ��� ����������. &������������, ���� �� 
������ ��� ��������, �� �������� �� � ��� 

�"
#
$

%
&
' "

#
$

%
&
' 

3
1

3
1

3
1

2
1

2
11 , 

���
������ �' ������� ���� ��
��������� ������. /� ����� ���� 
���������� ���� ����� 1, � ��� ���� �� �������� ����������� 
���'��� ����������. 

B������ '������������ ���, ������������ �������� �� ��� ���-
�����. K�� ��'���#� ������������. 


����� 5.6. B���������� �� ���������� ������������� ��� 

�� 
n
1

4
1

3
1

2
11  . 

; � , � � � � . ��������, ��� ��� �������������� ���� �������-

�� ����������� 
������ ����������, ��� ��� .01limlim ��
���� n

a
nnn

 

K��� �� ������ ��� ��������, ��, ���'����� ��� �
��
 ����' S, �� 
�� ����� 

 � � .0limlimlim 22 �
�
�

������

SSSSSS nnnnnnn
 (5.9) 

/� 

2
1 1 1 1 1 1 1 1 ,

1 2 2 2 2 2 2 2n nS S n
n n n n n n n


 �    �    � �
 

� �  

�.�. S2n 
 Sn > ½, ��� ������������ ��������
 (5.9). 
<�� �� ����� ������������� ��� ���������� ����� ��������, 

��� ����� 
������ �' ����
#��� '������� ��� ��������� �
��:  

S10 = 2,929; S100 = 5,187; S1000 = 7,485; S10000= 9,788. 
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§ 5.2. )&" � ����%�#����"�� �������. 

������� �!�����#� 

G ������ �������	� �����������#��� ���� a1 + a2 + ..., ��� 
����� ������� ������������. G����� � ���������� ����� ����� 
��,����� �������� ������. 

1. (��#���� �!�����#� 

:������  5.2. ,�� 	��� �	��� ��� � ������	�
���� ����-
�� �!������, ���!����� � ���	�	����, �	��� ��������	�
-
���	
 �� ���	����! ���� ���� ���������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . 5��!������	
. �
��� ��� a1 + a2 + ... + 
+ an + ... ��������. <���� �
�����
�� ������ ��� ��������� �
��. 
B' ������� �������� ����
��, ��� ������������������ ��������� 
�
�� ����������. 

,��	�	�����	
. ��������
 ��� ����� ������� ���� ������-
������ � ��� �#���� n Sn = Sn 
 1 + an, �� ������������������ ��� 
��������� �
�� ��������� ��'�������. ������ �'������, ��� ����-
�������� �����
 ���������� ������������������ ����� ������. 

D��'����� �������� ����� ������ �������������, ��� ������-
������ '�������. ������ �� �������� �������, �� ������� ��'��
-
#��� ��
��� ���'���� ����������. G�� ��� ����#��� ������ �����-
�������. 

2. ���#�#���"� �������� �!�����#� 

:������ 5.3 (������ ��
�	� ����	�	
�). ���	
 ���� ��� 
���� � ������	�
���� ������: 

 a1 + a2 + ... + an + ... , (5.10) 

 b1 + b2 + ... + bn + ... , (5.11) 

����� ���� ������ ���� � �����!���	 ���	�	�	���'�! ��-
��� �	�����: an ) bn (n =1, 2, ...). ����� �� �!������	� �	����� ��-
�� («���
)��») ����	 �!������	
 ������ ���� («��
)��»). 
3�������	�� �� ���!������	� ��
)�� ���� ����	 ���!���-
���	
 ���
)�� ����. 
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& � � � ' � � � � � � � � � . ���'����� �������������� Sn � Tn ���-
������ �
��� ����,��� � ����,��� ����� (5.10) � (5.11). <���� 
��� ���� n �������#��� ����������� 

 Sn ) Tn. (5.12) 

��������
 ����,�� ��� ��������, �� �������# ���������� �����-
������������� ��� ��������� �
�� {Tn} ����������, �.�. �
�����
-
�� ����� ����� C, ��� ��� ���� n �������#��� ����������� Tn ) C. 
<���� �' (5.12) ����
��, ��� ����� �� ����������� �������#��� � 
��� ��������� �
�� Sn, �.�. ������������������ {Sn} ����� ������-
�� ������������. �� ������� 5.2 ����,�� ��� ��������, ��� � ���-
�������� ����'���. 


����� 5.7. ;��������� ��� 

 
� �

�� 


 222 1
1

3
1

2
1

n
, (5.13) 

������� �� �
��� ���������� �� ���������� ����� �' ������� 5.3: 

� �
�� 




�


� 1
1

32
1

21
1

nn
. 

��������
 
� � � �

,
1

1
1

1
2 

�
 nnn

 �� �' ������� ���'���� ��������� 

����
��, ��� ��� (5.13) ��������. L������, ��� �
��� ���� (5.13) 

���������� ����' ����� �, � ������, ,1
6

2

�

�S  ������ ����� ?��-

�� ��������� ������� '� ����� ������� �
���. 


����� 5.8. &���'��� ������������ ���� 

 �� 
n

1
3

1
2

1
1

1 . (5.14) 
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; � , � � � � . "
��� ���������� ������ ��� � ������������� 
����� 

�� 
n
1

3
1

2
1

1
1 , 

������������ �������� ���� 
���������� � § 5.1. ��������
 

nn
11

� , �� ��� (5.14) ���� ����������. 

:������ 5.4 (������ ��
�	� ����	�	
�). *��� ��� ����� 
(5.10) � (5.11) � ������	�
���� ������ ��'�	��	 �	������ 
�	 ���� ���� �	��)��� 

 ,lim u
b
a

n

n
n

�
��

 (5.15) 

	� ���� (5.10) � (5.11) �!���	�� ��� ���!���	�� ����������. 
& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� ��� (5.11) ��������; �������, ��� 

�������� � ��� (5.10). G������ ��������� ����� v, ����,��, ��� u. 
B' 
������ (5.15) ����
�� �
����������� ������ ������ n0, ��� ��� 

���� n > n0 ����������� ����������� ,v
b
a

n

n �  ��� ��� 

 an < vbn. (5.16) 

�������� ������ n0 ������ ����� (5.10) � (5.11), ��� �� ������ 
�� ����������, ����� �������, ��� ����������� (5.16) �������#�-
�� ��� ���� ���
������� n. �� 
�����# ��� (5.11) ��������, ����� 
�������� � ��� � ����� ������ vbn. �� ������
 ���'���
 �����-
����� �������� � ��� (5.10). 

�
��� ������ �������� ��� (5.10); ������� ���������� ���� 
(5.11). &�� ?���� ���� ���������� 
������ (5.15) � ���� 

ua
b

n

n
n

1lim �
��

 

� �������� ������ ���� (5.10) � (5.11). <������ ����'��� �����-
���#. 
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����� 5.9. B���������� �� ���������� ��� � ����� ������ 

153
32

23 


�
nnn

nan . 

; � , � � � � . N���,� �'������, ��� ������ an '������ �� ����-
,���� ����,�� �������� ��������� � '����������. ;��������� ��� 

� ����� ������ 23
22

nn
nbn �� , ���
������ ������ ����� �����-

���. ��������� ��� ������ ���������� ���������� �� ���������-
�� ���� ������� 5.7 ������� �������	�, ��?���
 ��������. <�� ��� 

� � ,1
1532

32limlim 23

2
�




�
���� nnn

nn
b
a

nn

n
n

 

�� �� ������� 5.4 �������� � �������� ���. 
&�� ��,���� ������� � ���������� ���� ��� ����� ���� ����-

�� ����#��� ��� �������� � ����� �' “�����������” �����. <���� 
“�����������” ����� � ��
��� �������� ���������� ��
��� 
�������������� ����������, � ��
��� �� �������� ������������ – 
������������� ���. =�������� � �������������� ����������� 
����� � ������ ����
#���� ����� ������������ ���'���� �����-
�����. 

:������ 5.5 (��
�	� '��������). *��� ��� ���� � ������-
	�
���� ������ a1 + a2 + ... + an + ... ��'�	��	 	��� ����� 
q < 1, �	� ��� ��! n (���, ������� � ���	����� n) �������	�� 
������	�� 

 ,1 q
a

a

n

n )  (5.17) 

	� ��� �!���	��. *��� � 11 �

n

n

a
a  ��� ��! ���, ������� � ���	�-

���� n, 	� ��� ���!���	��. 
&���'��������� .  ��������, ���� ����������, ��������� ���-

��� ������ ����, ����� �������, ��� ����������� (5.17) ����������� 
��� ���� n = 1, 2, .... ������,�� ?�� ����������� � ���� an+1 ) qan. 
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���#�� ����� a2 ) qa1, a3 ) qa2 ) q2a1, a4 ) qa3 ) q3a1 � �.�.; ����-
��, ��� �#��� n ����������� ����������� 

 an ) qn
1a1. (5.18) 

A�� ����'�����, ��� ����� ���� a1 + a2 + ... + an + ... �� ������-
����� ����������
#��� ������ ����������� �������������� ���-
�������  

a1 + a1q + a1q
2 + ... + a1q

n
1 + ... . 

��������
 �� 
�����# 0 ) q < 1, ?�� ���������� ��������. G 
���
 ������� ���'���� ��������� �������� � ������ ���. 

G ��
���, ����� ,11 �

n

n

a
a  ����� ����������� an+1 � an, �.�. ����� 

���� ����'
#� ��
����#�
# ������������������, � ��?���
 �� 
����������� ����������� ���'��� ���������� ����, ��� ����'�-
���� ������
 ��������#. 

���'��� &�������� ����� ����������� � ����
#��� �������-
��� 	����. 

:������ 5.6. *��� ��'�	��	 ���� 

 ,lim 1 d
a

a

n

n
n

�

��
 (5.19) 

	� ��� �!���	�� � ����� d < 1 � ���!���	�� � ����� d > 1. 
& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� d < 1. G�'���� ��������� ����� q 

����
 d � 1: d < q < 1. B' 
������ (5.19) ����
��, ���, ������� � ��-

�������� ������ n, �
��� ����������� ����������� .1 q
a

a

n

n )  /� 

��������� ������� 5.5 ���#�� ����
�� ���������� ����. =�
��� 
d > 1 ��'�������� ����������. 

G 	���
������� ������� 5.6 ������ �� ��������� � ��
��� 
d = 1. ��� d = 1 ��'����� ��� ����������, ��� � ������������ 
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����. /�������, ������������� ���, ��� �������� d = 1, ����������, 

� ��� 
� �

�� 


 222 1
1

3
1

2
1

n
, ��� �������� ����� d = 1, ��������. 

����'�� '�������, ��� ���'��� &�������� ���� ����� � �����
 
������� ����; �' ����������� (5.18) ����
��, ��� 

Rn = an + 1 + an + 2 + an + 3 + ... ) an + 1 + an + 1q + an + 1q
2 + ... , 

�.�. 

 
q

aR n
n 


) 

1
1 . (5.20) 


����� 5.10. B���������� �� ���������� ��� 

�� 
!

3
!2

3
!1
31

2

n

n
 . 

; � , � � � � . B���� an = 
!

3
n

n
, an+1 = 

� �!1
3 1





n

n
, ��?���
 

� � 1
3

!
3:

!1
3 1

1


�


�




nnna
a nn

n

n . ��������, ��� ��������� ����,���� �
-

��� ���������� ����,� ������� ��� ���� n > 3. �� ������� 5.5 ���-
��� ��� ��������.  

!� 
����� � �������,��, ��� �
��� ?���� ���� ���������� 
����' ����� e, � ������, S = e3. 


����� 5.11. B���������� �� ���������� ��� 

�� 
!!3

3
!2

21
32

n
nn

 . 

; � , � � � � . B���� 

an = 
!n

nn
,  an+1 = � �

� �
� �

!
1

!1
1 1

n
n

n
n nn 

�


 

. 
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=������� ����,���� ������
#���� ����� ���� � ������
���
: 

� � � � .111
!

:
!
11

n

n

nnn

n

n

nn
n

n
n

n
n

a
a

"
#
$

%
&
' �


�


�  

��������
 ������ ����,���� d, ��������, ����� ����
 e > 1, �� 
�� ������� 5.6 ������ ��� ����������. 


����� 5.12. &���'��� ���������� ���� 

��  n
n
22

3
2
2

2
1

32  

� ������� ������� R10. 
B���� 

.11
2
11

2
1

2
:

2
1
1

1 "
#
$

%
&
' �


�


� 



nn
nnn

a
a

nn
n

n  

������ ?���� ����,���� ����� ½, �.�. ��� ��������. &�� ������ 
������� ���� R10 = a11 + a12 + ... '������, ��� ���� n > 10, �� 

.55,01,1
2
111

2
11 ���"

#
$

%
&
' �

na
a

n

n  

��?���
 

80
1

08,02
1

45,02
11

55,01
2/11

1 1011

11
11

10 �
�

�
�

�



�



�
q

aR . 

@#�
# ������
# ������������������ a1, a2, ..., an, .... ����� 
������������� ��� 	
����#, ����������
# �� ��������� ���
-
������� �����: an = f(n), n = 1, 2, ... . =������������, ������ �����-
��� ��� ����� ����������� � ���� 

 f(1) + f(2) + ... + f(n) + ... . (5.21) 
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G ��� ��
���, ����� 	
����� f(x) ��������� 
������, ����� ���-
'����� ����'��� ����
#��� ���'��� ����������. 

:������ 5.7 (
	��"����	�� ��
�	� �$��
����
). ���	
 
��	����	�
��� ������� y = f(x) ������� � ����	���� �����-
	 ��� x � 1. ����� ��� �!������	� ���� (5.21) ���!����� � ���-
	�	����, �	��� �!������ �����	����� ��	���� 

 .)(
1
W
�

dxxf  (5.22) 

& � � � ' � � � � � � � � � . =��������� ��������� (5.22) �'������ 
�
����������� ������� ��� n � � ��������� 

 .)(
1
W
n

dxxf  (5.23) 

=������������, �������� ��� 

 ��  WWW



n

n

dxxfdxxfdxxf
1

3

2

2

1

)()()(  , (5.24) 

��� �������� �������� (5.23) �������� ��������� �
����. ��?���
 
'����� ������� � ���, ����� ����'��� �����������
# ���������� 
��� ������������ ����� (5.21) � (5.24). 

��������
 	
����� f(x) ��������� 
������ �� ������ ����'�� 
[n, n + 1], �� ����� f(n + 1) ) f(x) ) f(n). B�������
� �� ����'�
 

[n, n + 1], ���
���� ,)()()1(
111

WWW


))
n

n

n

n

n

n

dxnfdxxfdxnf  �.�. 

 ).()()1(
1

nfdxxfnf
n

n

)) W


 (5.25) 

K��� �������� ��� (5.21), �� �' ������� ����������� � (5.25) ��-
������ ������
 ���'���
 ��������� �������� ���������� ���� 
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(5.24). �������, ���� �������� ��� (5.24), �� �' ������� ���������-
�� � (5.25) �� ������
 ���'���
 ��������� �������� ���������� 
���� f(2) + f(3) + ... + f(n + 1) + ... , �, '�����, � ���� (5.21). <������ 
����'��� ��������#. 


����� 5.13. G�������, ��� ����� / > 0 �������� ��� 

 ��  /// n
1

3
1

2
11  . (5.26) 

; � , � � � � . ������� f(x) = /x
1  (x � 1). &����� 	
����� ����-

����� 
������, ��������
 �� ����'������ f ((x) = 1
 /
/

x
 ������-

������. ��?���
 ���������� ���� (5.26) ?����������� ���������� 

�������������� ��������� W
�

1
/x

dx . @���� ���������, ��� ?��� ����-

���� �������� ��� / > 1 � ���������� ��� 0 < / ) 1. L�����, � ��� 
(5.26) �������� ��� / � 1 � ���������� ��� / ) 1. /�������, ��� 
/ = 1,5 ����� ���������� ��� 

�� 
nn

1
33

1
22

11 , 

� ��� / = 1/3 ����� ������������ ��� 

��  333
1

3
1

2
11

n
 . 

3. ������ ��#�#�� �&� 

/���������� (5.25) ��'����#� ���
���� �����
 k-�� ������� ��-
�� (5.21). ������ �' ���  

 W


)
1

)()1(
n

n

dxxfnf  (n = 1, 2, ...) (5.27) 
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��'������ ������� �����
 k-� ������� ���� (5.21), �.�. �����  

Rk = f(k + 1) + f(k + 2) + ... . 

���� ���
���� ���
# �����
, ���������� ������� �������� 
����������� (5.27) ��� ���� n = k, k + 1, k + 2, ... . <���� ���
��� 

.)(W
�

)
k

k dxxfR  

:��������� ���
������ ������ ������� ���'
. &�� ?���� ���-
����'
���� ������ ������������ � (5.25), � ������, 

 )()(
1

nfdxxf
n

n

)W


 (n =  1, 2, ...). (5.28) 

K��� ������� ����������� (5.28), '��������� ��� n = k + 1, k + 

+ 2, k + 3, ..., �� ���
��� .)(
1

k
k

Rdxxf )W
�



 G ��'
������ ������� ��
-

��������� ������ �������: 

 .)()(
1

WW
��



))
k

k
k

dxxfRdxxf  (5.29) 


����� 5.14. =������ ������ ����  ��  222
1

3
1

2
11

n
 

���� �������, ����� ����� ��� �
��
 � ��������# �� 0,01? 

; � , � � � � . G ������ ��
��� f(x) = 2
1
x

; ������ (5.29) ��#� 

WW
��



))
k

k
k x

dxR
x
dx

2
1

2 , ��� 
k

R
k k

1
1

1
))


. 

G����� �' ?��� ���������� ����'�����, ��� ��� k � 100 ������� Rk 
�� ����������� 0,01. <���� ����'��, ��� ���������� �
��� ���� � 
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����
���� ��������# ����
�� ������� 100 ������ ����. J�� �����, 
���������� ?���� ���� ����� ���������. 

§ 5.3. +������������"� �&" 

G ������
��� �������	� �'
������ ���� � �������������� 
�������. ;��������� ������ ���� � ������� ����'�������� '����, 
���, ��� ������� ��������, ����������� ����. 

1. +���������>-���& �&". :������ ���,���� 

�������� ����� ����� '�������������� ����� �������#��� ��-
��, ����� ������� ���#� �����
#����� '����, �.�. �������-
���'��� ����. 

D�������� ������� ������ ���� ���� �������������; ����� 
'���������
#����� ��� � ����� ���� '���,���� ���: 

 a1 
 a2 +a3 
 a4 + ... +(
1)n 
 1an + ..., (5.30) 

��� ��� an ������������ (n = 1, 2, ...). 

:������ 5.8 (������� (���	
��). *��� ���� ����������-
'���� ���� ������	 �� ������	��� ������ � �	���	�� � ��-
��, ����� n � �, 	�: 1) ��� �!���	��; 2) ����� ��	�	�� ���� � 
�����!���	 �� ������	��� ������ ������ �� ����! ����� � 
��	 ���������� � ��� ����. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� ��� ��� (5.30) � �'������, ��� 
an > an+1 ��� ���� n � an � 0 ��� n � �. 

;��������� �������
# �
��
 ���� (5.30) � ������ ������ 
������ 

S2n = a1 
 a2 + a3 
 a4 + ... + a2n
1 
 a2n = 

= (a1 
 a2) + (a3 
 a4) + ... + (a2n
1 
 a2n). 

G ���
 ������� 
������ ��� ��'����� � ������� ������������, ��-
?���
 ������������������ ��������� �
�� {S2n} ��'�����#���. 
&������, ��� ��� �������� ������������. &�� ?���� ���������� S2n 
� ���� 

S2n = a1 
 [(a2 
 a3) + (a4 
 a5) + ... + (a2n
2 
 a2n
1) + a2n]. 
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G�������� � ���������� ������� ������������, ��?���
 
S2n < a1 ��� �#���� n, �.�. ������������������ {S2n} ����������. 

B���, ������������������ {S2n} ��'�����#��� � ������������, 
�������������, ��� ����� ������ .lim 2 SS nn

�
��

 

<�� ��� S2n+1 = S2n + a2n+1 � �� 
�����#  

0lim 12 �
��

nn
a , �� �

��
12lim nn

S  .lim 2 SS nn
�

��
 

!� ����'���, ��� ��� (5.30) �������� � ��� �
��� 
����������-
�� ������������ 

 0 < S < a1. (5.31) 

&������ ������ ������ 
����������. ;��������� ������� ���� 
(5.30) � ������ ������� 2k: R2k = a2k+1 
 a2k+2 + ... . A��� ��� ����-
���� '���������
#����� � 
������������ ���� 
������� �������, 
��?���
 �������#��� ������ 

 0 < R2k < a2k + 1. (5.32) 

�� �������� �������� ���� � ��������� ��������, �� �#��� �' ��� 
����� '������� � ���� R2k+1 = 
a2k+2 + a2k+3 
 ... = 
(a2k+2 
 a2k+3 + ...). 
;�� � ������� ����� 
������������ 
������� �������, ��?���
 
0 < 
R2k+1 < a2k+2 , ��� 

 
a2k+2 < R2k+1 < 0. (5.33) 

=��������� ���� (5.30) ������ � ������������� (5.31), (5.32) � 
(5.33) ��������# ����'����� ������
. 


����� 5.15. &���'��� ���������� ���� 

 � � �� 









2

1

222
1

4
1

3
1

2
11

n

n

 . (5.34) 

=������ ������ ���� ���� �'���, ����� ��������� �
��
 ���� � 
��������# �� 0,01? 
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; � , � � � � . =��������� ���� ����
�� ��������������� �' ���-
���� @�������. &�� ���������� �
��� ���� � '������� �����-
���# �������'
���� ������� ������� |Rk| < ak+1. G ������ ��
��� 

���
���� ����������� |Rk| < 
� �

.
1

1
2k

 <���� ����'��,  ����������, 

����� ����������� �����������  
� �

,
100

1
1

1
2 )

k
 �.�. k � 9. &�� ��-

�������� �
��� ���� � �
���� ��������# ���������� ������� 
������ ������ ������. A�� �� ������� �������� ���������� �� ��
-
���, �������������� � ������
��� �������	�. L���������
#����� 
���� �������� �������, ��� ����������
#��� ���� � ����������-
���� �������. ��?���
 ��� 
������ ��� ����������. 

2. )&" � ������� �����������$� �����. 

�>�- � �����-�&" �& ����$� �&� 

;��������� ������ ����, ����� ������� ���#� ����'������� 
'����. = ������ ������ 
�������� ������� ��� ����� ���� �����-
���� �� �
�� (�
����� ����� ������ ����� ��������� 
 ?�� �� ��-
��'���� �� �� ����������, �� �� ��� �
���). = ������ '��������-
������ ����� 

 a1 + a2 + ... + an + ...  (5.35) 

����� ���'��� ��� ���� � �������������� �������; ���� �' ��� 
�
��� ��'����� ����-�����, � ��
��� �����-����� ��� ������� ��-
�� (5.35). ���� ���
���� ��#�-���, ����
�� �������� � (5.35) 
������ ������������� ����� (� ������������� ���������); ��� 
���
����� ���
�-���� �
��� �������� ������ ������������� ���-
�� ���� (5.35), ������ � ��� '���� 
 �� +. /�������, ��� '������-
���
#������ ���� 

� � �� 









n

n 11
4
1

3
1

2
11  

��#�- � ���
�-���� �������������� ���#� ��� 

�
5
1

3
11  � �

6
1

4
1

2
1 . 
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@#��� ��������� �
��� Sn ���� (5.35) ���#���� �������
# 
����� ��#�-���� � �������
# ����� ���
�-����; ��?���
 

 ,
21


 
� nnn SSS  (5.36) 

��� 
1nS – ��������� ��������� �
��� ��#�-���� � 


2nS – ��������� 
�
��� ���
�-����. 

3. �,���>#�� �!�&-���& �&" � �! �����#�� 

�
��� ��� '�������������� ��� (5.35). ;��������� ���, ��-
���������� �' �����#���� ������� ��� ������: 

 |a1| + |a2| + ... + |an| + ... . (5.37) 

��������, ��� (5.37) ���� ��� � �������������� �������. 

����������. _�� (5.35) �������	 �������	� �$����
���, 
��� �!���	�� ��� (5.37), ���	������� �� ������ �� �����. 

=���������� ����
#��� 
����������. 

:������ 5.9. 2����� ������	�� �!���'���� ��� �!���	��. 
$���� 	����� ���� ����� ������	� ���� ������ �� ����-���� � 
������ �����-����. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� ��� (5.35) �������� �����#���, �.�. 
�������� ��� (5.37). �������� �
��� ���� (5.37) ���'����� Tn. 
:��������� ��������
 (5.36) ����� 

 .
21


 � nnn SST  (5.38) 

G���
 ���������� ���� (5.37) ��� ��������� �
��� ��������-
�� ��������� ������ C. <���� �' ��������� (5.38) ����
��, ��� 

CSn )
1

 � ,
2

CSn )
  �.�. ��������� �
��� ��#�- � ���
�-����� ���-
�� ���������� �����
 ������ C. =������� �������# ���������� 
����� � �������������� ������� ���#�� �������� ���������� 
��#�- � ���
�-�����, �.�. �
�����
#� ������� 

��

 � kk
SS lim  � 
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.lim 


��


 � ll
SS  K��� ������ � ��������� (5.36) ������� � ������
 ��� n 

� �, �� ���
��� ,lim 


��

� SSSnn

 ��� ����������� ����'���. 


����� 5.16. &���'��� �����#��
# ���������� ���� 

 � � .
sin

1
1

;
�

�



n

n

n
n
�

 (5.39) 

; � , � � � � . =������� ��� �' �����#���� ������� ������ ���-
���� ����: 

 .
sin

1
;
�

�n n
n
�

 (5.40) 

<�� ��� ����������� ����������� ,sin
nn
��

�  �� ����� ���� (5.40) 

�� ����������� ����������
#��� ������ ����������� ���� ;
�

�1
2

n n
� . 

=������������, ��� (5.40) ��������, � ��� (5.39) �������� ����-
�#���. 

��������
 �����#���� ���������� ���� (5.35) �'������ �����-
����� ���� (5.37), ����� �������� ������������, �� ��� 
������-
����� �����#���� ���������� ����� ����'������� �#��� �' ���-
'����� ���������� �' ������
���� �������	�. 

4. G������ �!�&-���& �&" 

����������. _�� a1 + a2 + ... + an + ... �������	 �����	� 
�$����
���, ��� �� �!���	��, � ���, ���	������� �� ������ 
�� �����, ���!���	��. 

<���� ����'��, ��� ���������� ���� ����� ��'������ �� ��� 
������: ������	�� �!���'���, �.�. �����, ��� ������� ��� �' ��-
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�
��� �� ������ ��������, � ������� �!���'���, ��� ������� ��� 
�' �����#���� ������� �� ������ ����������. 

�������� 
������ ����������� ���� ����� ��
���� ��� 

 � � �� 









n

n 11
4
1

3
1

2
11  . (5.41) 

&������������, �� ������� @������� ?��� ��� ��������; � �� �� 
����� ��� �' ���
��� ��� ������ 

�� 
n
1

4
1

3
1

2
11  

(������������� ���), ��� �'������, ����������. 
=������� 
������ ���������� ����� ��'�� ������#��� �� 

������� �����#��� ���������� �����. G ���������, ��� ����� ��-
��� �� ����������� ������� 5.9, ��������
 � ��#�-, � ���
�-���� 
����������. K�� ���� ��������� �������� 
������ ���������� ��-
��� ����������
���� � ����
#��� �������. 


����� 5.17. G 
������ ���������� ���� (5.41) ���������� � 
���
����
�� ����� ����
#��� ����'��: 

�� "
#
$

%
&
' 









"

#
$

%
&
' 

"

#
$

%
&
' 



nnn 4
1

24
1

12
1

8
1

6
1

3
1

4
1

2
11  . 

K��� '���� ��
��� ������ ������ ������� ������ ��� ���������, 
�� ���
��� ��� 

�� "
#
$

%
&
' 




"

#
$

%
&
' 
"

#
$

%
&
' 


nn 4
1

24
1

8
1

6
1

4
1

2
1 , 

�
��� �������� ����� 

"
#
$

%
&
' 

�


 ��

4
1

3
1

2
11

2
1

12
1

10
1

8
1

6
1

4
1

2
1 . 

<���� ����'��, ��� ������������ ������ ��������� ���� (5.41) 
��� �
��� 
����,����� �����! 
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=���������� ����
#��� �������, �����
# �� �������� ��' 
����'���������. 

:������ 5.10 (������� *
��	�). *��� ��� �!���	�� �������, 
	� � ����
	�	 ���	������ �� ����� ����� ������	
 ���, 
���'�� ����� �����, � 	��� ���!���'���� ���. 

§ 5.4. *#�����"� �&" 

1. *#������� �&. :������ �,��& 

����������. _�� ���� 

 a0 + a1x + a2x
2 + ... + anx

n + ... , (5.42) 

�� a0, a1, a2, ..., an, ... – ���	���� �������� ��������	�
���	
, 
�������	 �����		�� �����. 

���� a0, a1, a2, ..., an, ... ��'���#� ��?		��������� ���������� 
����. 

�������� ���������� x ��'������ �������� '�������, �
��� 
���
���� ��'������ �������� ����, ������� ���
� ��������� ��� 
�����������. !�������� ��� '������� x, ��� ������� ��� (5.42) 
��������, ��'���#� �����	
� �!������	�. ������� ���������� 
�#���� ���������� ���� �� �
���, ��������
 ��������, ��� ��� 
(5.42) �������� ��� x = 0. 

G���
# ���� ��� �'
����� ������� ���������� ��������� ��-
��� ������ ����
#��� 
����������. 

:������ 5.11 (������� 1����). 1) *��� �	����� ��� (5.42) 
�!���	�� ��� ���	���� x = x0, � ������ ����, 	� �� �!���	��, � 
���	�� ������	��, ��� ��! x, �����	�����'�! ������� |x| < |x0|; 
2) ��� ��� (5.42) ���!���	�� ��� ���	���� x = x1, 	� �� ���!�-
��	�� ��� ��! x, �����	�����'�! ������� |x| > |x1|. 

& � � � ' � � � � � � � � � . 1. �� 
�����# �������� ���  

��  n
n xaxaxaa 0

2
02010  
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��������, ��?���
 ��� ����� ���� n
n xa 0  ��������� � �
�# ��� 

n � �. =������������, ���������� ������������������ * +n
n xa 0  ��-

��������, �.�. �
�����
�� ��������� M, �����, ��� Mxa n
n �0  ��� 

���� n = 0, 1, 2, ... . 
;��������� ������ ���, ������������ �' �����#���� ������� 

������ ���� (5.42): 

 |a0| + |a1x| + |a2x
2| + ... + |anx

n| + ... . (5.43) 

�
��� |x| < |x0|, ����� ����� ,
00

0

nn
n

n
n

n x
xM

x
xxaxa ��  ������ 

.1
0

�
x
x  ��?���
 ����� ���� (5.43) �� ����������� ����������
#-

��� ������ ����������� ���� 

�� 
n

x
xM

x
xM

x
xMM

0

2

00
 

– �
��� ���������� 
����#��� �������������� ����������. =��-
����������, ��� (5.43) ��������, � ��� (5.42) �������� �����#���. 

2. &������ ����
# ����� �������. ����������� ���������, 
�.�. ��� (5.42) ���������� ��� x = x1, � �� �� ����� ��� ���������� 
x, 
����������#���� 
�����# |x| > x1, ��� (5.42) ��������. �� ���-
��� ����� ������� ��� (5.42) �������� �����#��� ��� x = x1, ��� 
������������ 
�����#. <������ ����'��� ��������#. 

C������������� ������������� ������� :���� ����� ������. 
K��� x0 – ����� ���������� ���� (5.42), �� �� ���� ������ ��������� 
(
|x0|, |x0|) ��� �������� �����#���, � ���� ��� x = x1 ��� (5.42) ���-
�������, �� �� ���������� � �� ���� ������, ������������� ��� ��-
��'�� [
|x1|, |x1|] (���. 5.1). 

�!������	


x0 0 x0

x�!������	


x0 0 x0

x

x1 0 x1 x

���!.���!. ���!.
 

)��. 5.1 
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2. �,���#� �!�����#� �#������$� �&� 

<������ :���� ��'������ � �������� ������� ������� �����-
����� ���������� ����. 

:������ 5.12. ,�� �	������ ���� (5.42) �������� 	��
�� 
	�� ������: 

1) ��� �!���	�� � ����	����� 	��� x = 0; 
2) ��� �!���	�� ��� ��! ������� x; 
3) ��'�	��	 	��� R > 0, �	� ��� �!���	�� ��� ��! ����-

��� x �� ��	����� (
R, R) � ���!���	�� ��� ��! ������� x �� 
�	���� [
R, R]. 

& � � � ' � � � � � � � � � . ���'����� ����' X ��������� ���� ��-
����������� '������� x, ��� ������� ��� (5.42) ��������. 

K��� X �
���, �� ��� �������� ������ ��� x = 0. A�� ����  
��
��� 1. 

�
��� X �� �
���. K��� X �� ���������� �����
, �� �� ������� 
:���� ��� (5.42) �������� ��� ���� x. A�� ���� ��
��� 2. 

�������� ����������� ��
���, ����� X ���
��� � ���������� 
�����
. =
�����
�� ������ ������� ����� ��������� X, ���'����� 
�� ����' R. ���� R �������� ��� ���������, ��� � �#��� ��� ����-
������� ���#��� �����, ��� �������������, ��� � �� ����������-
��� X. B���� �������, � �#��� ����������� R ���#��� �����, � 
������� ��� (5.42) ��������, � �����, � ������� �� ����������. <�-
��� �� ������� :���� ��� ���� x, �����, ��� |x| < R, ��� (5.42) ���-
�����, � ��� ���� x, ��� ������� |x| > R, – ����������. A�� ���� ��
-
��� 3, ��� ����'����� ������
 ��������#. 

B���, �����	
� �!������	� �	������ ���� (5.42) ����	�� 
��� ����	����� 	���� x = 0, ��� ��� �������� ������, ��� ��	�-
��� (
R, R), � ��	����� ����	 ���������	
�� ���� ��� ��� �����. 

����������. ^�	���� (
R, R) �������	 
	�������� �$�-
�
����
 ���� (5.42), � ����� R – ���
���� �$��
����
 �	���  
����. 

������� ����
�� ���������� �
��� �������������� �� ��� ��� 
��
��� � ������� 5.12: � ��
��� 1 ������� R = 0, � ��
��� 2 R = �. 
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3. �#"������ ������ �!�����#� �#������$� �&� 

;���
� ���������� ���������� ���� ���� ����� ������� � ��-
����# ���'���� &��������.  

:������ 5.13. *��� ��'�	��	 ���� D = 
n

n
n a

a 1lim 

��
, �	���-

��� �	 ����, 	� ������ �!������	� �	������ ���� a0 + a1x +  
+ a2x

2 + ... + anx
n + ...  ���� 

 
1

lim1

��
��

n

n
n a

a
D

R . (5.44) 

& � � � ' � � � � � � � � � . ;��������� ���, ������������ �' ���
-
��� ������ ���������� ���� (5.42). �� 
�����# �
�����
�� ������ 

D = 
n

n
n a

a 1lim 

��
, �� ������ �
�#. ���'����� ��� ����' 

R
1 . �� ���-

'���
 &�������� ��� (5.42) �������� �����#��� ��� ������� '����-
��� x, ����  

,1limlim 1
1

1 ��� 

��




�� R
x

a
ax

xa
xa

n

n
nn

n

n
n

n
 

�.�. ��� |x| < R. 
�� ������� � ���������� '�������������� ����� ��� (5.42) 

�������� ��� ?��� '�������� x. ��� |x| > R ����� 

,1lim
1

1 ��




�� R
x

xa
xa

n
n

n
n

n
 

��?���
 ��� (5.42) ����������, ��� ��� ����� ���� ���� anx
n �� 

��������� � �
�#. 
<���� ����'��, ������ ��� �������� ��
��� ��������� (
R, R) 

� ���������� ��� ����'�� [
R, R], �.�. R – ����
� ���������� ���� 
(5.42), � 	���
�� (5.44) ����'���. 


����� 5.18. /���� ������� ���������� ���� 

�� 
n
xxxx

n

32

32
 . 
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; � , � � � � . G ������ ��
��� ,1
n

an �  ,
1

1
1 

� n
an  ��?���
 

.111lim1limlim
1

�"
#
$

%
&
' �


��

������ nn
n

a
aR

nnn

n
n

 

=������������, �� ������� 5.13 ������ ��� �������� �� ��������� 
(
1; 1). B�����
�� ��������� ���� �� ������ ���������, �.�. ��� 
x = �1. ��� x = 1 ���
���� ������������� ���, �������������, ��� 
����������. ��� x = 
1 ���
���� '���������
#����� ��� 

� � �� 






n

n1
3
1

2
11 , ������� �������� �� ���'���
 @�����-

��. <���� ����'��, �������# ���������� ������� ���������� ���� 
�������� ���
�������� [
1, 1). ��'�� �� 
�����, ��� ?��� ��� � 
������� ���������� ����� 	
����� 
ln(1 
 x). 


����� 5.19. /���� ������� ���������� ���������� ���� 

�� 
!!3!2

1
32

n
xxxx

n
 . 

; � , � � � � . /�������, ��� n! (“?�-	��������”) ���'������ 
����'������� ���� ���
������� ����� �� n ���#��������. G ���-
��� ��
��� 

� � � �
,

1!
1

!1
1,

!
1

1 
�


��  nnn

a
n

a nn  

��?���
 
� �

� � .1lim
1!

1:
!

1lim ���


�
����

n
nnn

R
nn

 =������������, ���-

��� ��������� ��� �������� �����#��� �� ���� �������� ������. 
�����-����, ��� ������� x �
��� ������� ���� ���� '������� 
	
����� ex. 


����� 5.20. /���� ������� ���������� ���������� ���� 

x + (2x)2 +(3x)3 + ... + (nx)n + ... . 
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; � , � � � � . ����� ���� ���� ����� (nx)n, ��?���
 ������ �� 

�� ���� '������� x � 0, ��� 
x

n 1
�  ����� (n|x|)n > 1, �.�. ��� �����-

�����. ������� ���������� ������� ���������� ���� ������� �' ��-
��� ����� x = 0, ����
� ���������� R = 0. 

4. *����#�� �#�����"! �&�� 

�
��� 	
����� f(x) �������� �
���� ���������� ���� 

 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + anx

n + ... , (5.45) 

�������� ���������� �������� (
R, R). 
G ?��� ��
��� �������, ��� ������� f(x) �� ��	���� (
R, R) 

�������	�� � �	����� ���. 
G������#��� ����
#��� ������� � ��������� ��������� ��-

���, ������� �� �������� ��' ����'���������. 

:������ 5.14 (� �����		�� �
�����	�
����	

 �����		�"� 
����). ���	
 ������� f(x) �������	�� �� ��	���� (
R, R) � �	-
����� ��� (5.45). _�����	��� �	����� ��� 

 a1 + 2a2x + ... + nanx
n
1 + ... , (5.46) 

��������� �������� ��������������� ���� (5.45). �����: 
1) ��� (5.46) ��	 	�	 � ������ �!������	� R, �	� � ��� 

(5.45); 
2) �� ��� ��	���� (
R, R) ������� f(x) ��	 ����������� 

f '(x), ��	���� �������	�� � �	����� ��� (5.46). 
�������� ������
 5.14 ��������, '���#����, ��� ������ ���-

�'������ f (((x) ����� �
�����
�� � ����� �
��� ����, ���
������� 
��
������� ��������� ��		�������������� ���� (5.45). :����-
������ '���#����� ����������� � ��� ������� ����'������, � �.�. 
G ����� ���
���� ���������. 

*���#���. /������ f(x), ��	���� �������	�� � �	����� 
��� (5.45) �� ��	���� (
R, R), �������� ������������ �� 
�	�� ��	����. _������� � �	����� ��� ��� ����� �����-
������ ������	�� �������� ��������������� ���� (5.45). 
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��� �	�� ������� �!������	� ���	�	�	���'�! ����� ����� 
������� �!������	� ���� (5.45). 

:������ 5.15 (� �����		�� 
	��"�
����	

 �����		�"� ��-
��). *��� ������� f(x) �������	�� � �	����� ��� �� ��	���� 
(
R, R), 	� ��� ��	������� � �	�� ��	����. ^�	���� �	 
����� ���� ���� ���� ��	������ �	 ����� ����. 

B���� �������, ���� [x1, x2] � (
R, R), �� 

� � �� WW
2

1

2

1

2
210)(

x

x

n
n

x

x

dxxaxaxaadxxf ��  

W W WW �
2

1

2

1

2

1

2

1

2
110

x

x

x

x

x

x

n
n

x

x

dxxadxxaxdxadxa �� . 

������ ������� ������������ �������������� ���������� ���� 
(5.45) � ���������� ������� �������� �� ����'�
 [0, x],  
��� |x| < R: 

 �� 


�


W 132
)(

13
2

2
1

0
0 n

xaxaxaxadttf
n

n
x

. (5.47) 

G ?��� ��
��� ���
���� ��������� ��� (5.47), ������� ����� ��� 
�� ����
� ����������, ��� � ��� (5.45). 

§ 5.5. )����%���� ������� � �#�����"� �&" 

1. )& /�������� 

&�� ���������� ����� 
���� ����
# 	
����# f(x) �������	
 
� �	����� ���. &�� ?���� ���� �������� �� ��� �������: 

1) ����� �� ?�� 	
����� �� ������ ����'�� ���� ������������ 
� ���� �
��� ���������� ���������� ����? 

2) ���� ��, �� ��� ����� ?��� ���? 
G ?��� �
���� �� ����� ����� �� ������ �' ������������ ��-

������; ����� �� ������ ������ �
��� ��� � ����
#��� �
����. 
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�����������, ��� ������ 	
����� f(x) �� ��������� ����'�� 
[
r, r] ����� ���� ��'������ � ��������� ��� 

 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + ... . (5.48) 

/����� ��?		������� a0, a1, a2, a3, ... ?���� ����. 
B' ������
���� �������	� �� '����, ��� ��������� ��� (5.49) 

����� ��		������������ �������� �#��� ����� ��'. ��?���
 ��� 
�#���� x �' ��������� (
r, r) ����� 

f ((x) = a1 + 2a2x + 3a3x
2 + 4a4x

3 + ... , 

f (((x) = 2�1a2 + 3�2a3x + 4�3a4x
2 + ... , 

f ((((x) = 3�2�1a3 + 4�3�2a4x + ...  

� �.�.; ������, 

f (n)(x) = n(n 
 1)...3�2�1an + ... 

(� ��'������� f (n)(x) 
��'�� ������ ��������� ����). ������� � 
?��� ����������, � ����� � ��'������� (5.49) x = 0, ���
���� 
f (0) = a0, f ((0) = a1, f (((0) = 2�1a2, f ((((0) = 3�2�1a3 � �.�.; ������, 
f 

(n)(0) = n!an. ���#�� ����� 	���
�
 

an = 
!

)0()(

n
f n

 (n = 0, 1, 2, ...). 

����������. ���	
 ������� f(x) ������� � ���	���� 
����	���	� 	���� x = 0 � ��	 � �	�� 	��� ���������� ��! 
��������. $	����� ��� 

 �� 
((


(

 n
n

x
n

fxfxff
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0(
)(

2  (5.49) 

�������	 ����� 2�����	� ��� ������� f(x). 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 376

����� �� ������������ ��,� ������ 2 ����� ���� � ���� ���-
�
#��� �������. 

:������ 5.16. *��� ������� f(x) �������	�� � ���	���� ��-
��	���	� 	���� x = 0 � �	����� ���, 	� �	�	 ��� ����	��  
����� 0�������. 

<������ 5.16 ����'�����, ��� ��'������� 	
����� � ��������� 
��� ����'�����. =���
#��� �� �������� ������: � ����� 	
����� 
�������� �� ��� !��������? 

2. ���#�#����� ������� �����%����#� ������� � �& 
/�������� 

�
��� f(x) – ����'������� ���������� ��		�������
���� 
	
�����. &�� ��� ����� ��������� ��� !�������� (5.49). D�����-
���, ��� ����� 
������� �
��� ���� (5.49) ��������� � 	
������ 
f(x). ����� �� ?��� ������ ���� 	���
�� !��������. G § 2.18 ���� 
����'���, ��� ��� �#��� ���������� ��		�������
���� 	
����� 
����������� 	���
�� !�������� 

),(
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n


((


(
� �  

��� ���������� ���� 

 ,
)!1(

)()( 1
)1(





� n

n

n x
n

cfxR  0 < c < x. (5.50) 

K��� ���'������ ����' Sn(x) �������
# �
��
 ���� !��������, �� 
	���
�
 !�������� ����� '������� ����
#��� ����'��: 

 f(x) = Sn(x) + Rn(x). (5.51) 

X���, ��� ������ � ���������� ���� !�������� � 	
����� f(x) 
�������� � �����������# ��������� ����������� ����� Rn(x)  
��� n � �. G� ������ ��
���� �������� ��,����� ����
#��� ���-
�����. 
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:������ 5.17 (��������	�� �����
� ������
����
 ��	-
�

 � ��� 2�����	�). ���	
 ������� f(x) ������� � ������-
�� ������������ � ��	���� (
r, r). *��� ��'�	��	 	���� 
����	��	� M, �	� �� ��! 	����! ���������� ��	����� �������-
�	�� ������	�� 

 |f (n)(x)| < M (n = 0, 1, 2, ...), (5.52) 

	� � �	�� ��	���� ��� 0������� �!���	�� � ������� f(x). 
& � � � ' � � � � � � � � � . B' 	���
�� (5.51) ����
��, ��� �����-

����� ����'��� ��������� .0)(lim �
��

xRnn
 B' 
������ ������� � 

	���
�� (5.50) ����
�� ����������� 

� �
.

!1
)(

1


�



n
MrxR

n

n  

������ ����� ?���� ����������� ������ ���������� ���������� M 

���������� �� ����� ����������� ���� ;
�

�1 !n

n

n
r  (��. ������ 5.9). �� 

�����������
 ���'���
 ���������� ,0
!

lim �
�� n

rn

n
 ���
�� � ������ 

����������� ����� ���� ����� �
�#, ��� '���������� ����'�������-
�� �������. 

3. )����%���� ������� ex 

�
��� f (x) = ex. G �#��� ��������� (
r, r) ����� | f (n)(x)| =  
= ex < er. G ���
 ������� 5.17 ���#�� ����
��, ��� 	
����� ex ����� 
�
��� ������ ���� !�������� ��� x � (
r, r), � '�����, � ��� �#��-
�� x ����
 ����'��������� r. ��������
 f  

(n)(0) = e0 = 1 ��� �#��� 
n, ���
���� ��'������� 

 �� �
!!3!2

1
32

n
xxxxe

n
x  , (5.53) 

������������ ��� ���� x. 
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4. )����%���� ������� sin x � cos x 

J����� �' 	
����� sin x, cos x 
������������ 
������� ������� 
5.17 (��� �#��� r): �������������, ����'������ �#���� ������� �� 
?��� 	
����� ���� ���� �' 	
����� �sin x, �cos x. ��?���
 ���
�� 
����'������ �#���� ������� �� ?��� 	
����� �� ����,� �������. 
<���� ����'��, ��� �#���� x ������ 	
����� sin x � cos x ����� 
�
��� ������ ���� !��������. 

B���� 

(sin x)( = cos x, (sin x)(( = 
sin x, (sin x)((( = 
cos x, (sin x)(4) = sin x. 

���#�� �����, ��� ������������������ ����'������ 	
����� sin x 
���������� � �������� 4. ��� x = 0 ���
���� 

sin0 = 0, sin((0) = 1, sin(((0) = 0, sin((((0) = 
1. 

G ����� ��
��� ��� ����'������ ������� ������� ����� �
�#, � 
��������� 

sin(2n+1)(0) = (
1)n. 

���#�� ��� !�������� ��� sin x: 

 � � �� 





�


12
1

!5!3
sin

1253

n
xxxxx

n
n  . (5.54) 

;�� ��� cos x ���
������ ��������� ��		�������������� ���� 
(5.54): 

� � � � � �
� �

�� 
(

""
#

$
%%
&

'





(

""
#

$
%%
&

'


(

""
#

$
%%
&

'

(�( 

!12
1

!5!3
sin

1253

n
xxxxx

n
n , 

���
�� 

 � �
� �

�� 


�
!2

1
!4!2

1cos
242

n
xxxx

n
n  . (5.55) 
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L������, ��� � ��'������� 	
����� sinx ������ ������ �����-
��� ������� x, �������������� 
 cosx ������ ������ �������. A�� 
������
���� � ���, ��� sin x – �������� 	
�����, � cos x – ������. 

5. )����%���� ������� ln(1 + x) � arctg x 

��� ���������� ��'������� 	
����� cos x �� ������'����� 
�������� ��������� ��		�������
������ ��������� �����. :��-
������� ����� ������'����� � �������� ��������� ��������
���-
���. 

;��������� ��� 1 + x + x2 + x3 + ...+ xn + ... . &����� ��� ����-
���� �
��
 �������������� ���������� � ������ ������ 1 � '��-
��������� x. B'������, ��� ��� |x| < 1 ������ ��� �������� � ��� 

�
��� ����� 
x
1

1 . =������������,  

 �� �



nxxxx
x

321
1

1  . (5.56) 

;�������� (5.56) �������� ��'�������� 	
����� 
x

xf



�
1

1)(  � 

��������� ��� ��� |x| < 1. G������� '����
 ���������� x = 
t: 

� � �� 


�


nn tttt
t

11
1

1 32  . 

�����������
�� �������� ?�� ��������� � �������� �� 0 �� x 
(|x| < 1): 

� � ���
W xtt
dt x

x

1ln)1ln(1 0
0

 

� �� � �


� W
x

nn dttttt
0

32 11 ��  

� � �"
#
$

%
&
'







�


��
1

1
432

1432

0n
ttttt

n
n

x

 

� � �� 





�


1
1

432

1432

n
xxxxx

n
n  . 
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���#�� ���
���� ��'������� 	
����� ln(1 + x) � ��������� ���: 

 � � �� 





�


1
1

432
)1ln(

1432

n
xxxxxx

n
n  . (5.57) 

��� ����������� ��� |x| < 1. !���� ����'���, ��� ��� �������� 
������ � ��� x = 1, �.�. ����������� ��������� 

�

�
4
1

3
1

2
112ln , 

� ������� �� 
�� 
�������� ��� ������������ '���������
#-
����� �����. 

/����� ������ ��'������� 	
����� arctg x. &�� ?���� ������-
��� � ��������� (5.56) x = 
t2 � �����������
�� �� t �� 0 �� x. ��-
�
��� ��'������� 

 � � �� 





�


12
1

53
arctg

1253

n
xxxxx

n
n , (5.58) 

������ ��� |x| < 1. <�� �� ��� ��� ������	��, ����� ����'���, ��� 
��� �������� ������ � ��� x = �1. G ���������, ��� x = 1 ����� ��-

�
���� arctg 1= ,
4
�  ��� ��� ����� ���������� �������� ��������� 

�

�
5
1

3
11

4
�  . 

6. )����%���� ������� (1 + x)a 

�
��� f (x) = (1 + x)a, ��� a – ����'������� �����. <���� �����: 

f ((x) = a(1 + x)a
1, 
f (((x) = a(a 
 1)(1 + x)a
2, 

f ((((x) = a(a 
 1)(a 
 2)(1 + x)a
3, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

f 
 (n)(x) = a(a 
 1)(a 
 2)...(a 
 n + 1) (1 + x)a
n. 
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������� x = 0 �� ���� ?��� 	���
���, ���
��� 

f (0) = 1,  f ((0) = a,  f (((0) = a(a 
 1),   f ((((0) = a(a 
 1)(a 
 2), ..., 
f 

 (n)(0) = a(a 
 1)(a 
 2)...(a 
 n + 1). 

���������� ��������� ��� ����'������ � ��� !��������, ��-
�
��� 

� � � � � �� � �
��






�



� 32

321
21

21
1

1
11 xaaaxaaxax a  

 � � � � ��





 nx

n
naaa

!
11  . (5.59) 

/���
��� ���������, ��� ����
� ���������� ���������� ���� � 
������ ����� ��������� ����� 1, ��� ��� ��� �������� ��� |x| < 1.  

&�� ���
������� a = m ������ ����� ��������� (5.59) ������-
������ � ���������, � ���� ��������� (5.59) – � 	���
�
 ������ 
/�#����: 

� � � � �
�



� 2

21
1

1
11 xmmxmx m  

(��������� ���� ������ ����� ���
������ ��� n = m � ����� 
� � � � mx

m
mmmm

!
11 

 � = xm). 

&������, ��� ��������� (5.59) ����������� � ����� ��
��� ��� 
|x| < 1. 

G�-������, ��������, ��� 	
����� y = (1 + x)a 
������������ 
����
#���
 
�������#: 

 (1 + x)y( = ay. (5.60) 

&������������, 

y( = a(1 + x)a
1 � (1 + x)y( = a(1 + x)a = ay.  
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G�-������, ��������, ��� ��������� (5.60) ����������� � ��� 
���������� ����, �������� � ������ ����� (5.59). &�		�������
� 
��������, ����� 

�








�( 2

!2
)2)(1(

!1
)1( xaaaxaaay  

��� 







 
1

)!1(
)1()2)(1( nx

n
naaaa . 

���#�� 

(1 + x)y( = �








 2

!2
)2)(1(

!1
)1( xaaaxaaa + 

�



 2

!1
)1( xaaax =  

= � � � � � � �





 222
!2

111
!1

xaaaxaaa  = 

� � .
!2

1
!1

1 2 ayxaaxaa �"
#
$

%
&
' 



� �  

!� �����, ��� � �����, � ������ ����� ��������� (5.59) 
�����-
�����#� �����
 ��		������������
 
�������# (5.60). ��������
 
��������, ��� ��� 
����������#� �����
 � ���
 �� ���������
 

�����# y(0) = 1, �� �� ������� �������������� ��� ��		������-
������ 
�������� ��� �����. 

§ 5.6. *#�����"� �&" � ����������"� ���#��� 

1. 	�#����� �!�����#� 

G������� � ��������� ���� '����
 ���������� x �� x 
 x0, ��-
��� ����������� �	���� ���� � ��	��� � x0. G ����� ��
��� 
��� ���#� ���: 

 a0 + a1(x 
 x0) + a2(x 
 x0)
2 + ... + an(x 
 x0)

n + ... . (5.61) 
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&� ?���� �� �������������� ������������� ��
���, ����� x0 = 0. 
����� ��
��� ����� �
���������� �� ���������� �� �������� 
��
���, ��� �������� � �������
 ������ � ����
 x = x0. ���� ?�� 

������, �������� '����
 ���������� X = x 
 x0. ����� ����� '�-
���� ��� (5.61) ��������� ���  

 a0 + a1X + a2X
2 + ... + anX

n + ..., (5.62) 

�.�. ������������ � ��������� ��� � ������� x0 = 0. B' ������
��-
�� �'������� ����
��, ��� ��� (5.62) ����� �������� ���������� 
(
R, R), �.�. �������� ��� |X| < R � ���������� ��� |X| > R. &�� ���� 
(5.61) ?�� �'������, ��� �� �������� ��� |x 
 x0| < R � ���������� 
��� |x 
 x0| > R. =������������, ��	���� �!������	� ���� (5.61) 
�	
 (x0 
 R, x0 + R) (���. 5.2). 

  x0 
 R  x0 + R  x0  

)��. 5.2 

G�� �������� ��������� �����, �������� �������� ��� (5.62), 
����������� �� ��� (5.61) � ��������� (x0 
 R, x0 + R). J ��� ����-
����� ��'�������� ���������� ��		������������� � ���������-
����� ���� (5.61). 

2. )& :������ 

:��������� '����� � ��'������� 	
����� � ��� �� �������� x 
�������� � '����� � ��'������� �� �������� x 
 x0. 

����������. ���	
 ������� f(x) ������� � ���	���� 
����	���	� 	���� x0 � ��	 � �	�� 	��� ���������� ��! ��-
������. $	����� ��� 

� � � � � � �� 


((



(

 n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxf 0
0

)(
2

0
0

0
0

0 !
)(

!2
)(

!1
)()(  

�������	 ����� /������ � ��	��� x0 ��� ������� f (x). 
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=���������� 
����������, ������#��� ������
 5.16. 

:������ 5.18. *��� ������� �������	�� � ���	���� ���-
�	���	� 	���� x0 � ��� �� �	���� x 
 x0,  	� �� ����	��  ��-
��� ������ � ��	��� x0. 

& � � � ' � � � � � � � � � . ������� X = x 
 x0 � F(X) = f (x). K��� 
	
����� f (x) � ����������� ����� x0 ��'�������� � ��� (5.61), �� 
	
����� F(X) � ����������� �
�� ��'�������� � ��� (5.62). <���� 
�������� ������� 5.16 �' § 5.5 ��������� ��� ������ ���� ����� 
!�������� ��� F(X), �.�. ����� ����� ��'������� 

�� 
((


(

� n
n

X
n

FXFXFFXF
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2  . 

G�'�������� � ���������� x, ���
��� 

� � � � � � �� 


((



(

� n
n

xx
n

xfxxxfxxxfxfxf 0
0

)(
2

0
0

0
0

0 !
)(

!2
)(

!1
)()()( , 

��� � ����������� ����'���. 

§ 5.7. 
����%���& �#�����"! �&�� 
 � ���,��%���"� �"�������&� 

1. �"�������� �������� ������#������ ������� 

&�� ����'�������� 	
����� ����������� ��'������� � ��� 

 �� �
!!3!2

1
32

n
xxxxe

n
x  (
� < x < �). (5.63) 

��� ����,�� �� ���
�# '�������� x ��� (5.63) ������������ ��� 
����������. G ?��� ��
���� ������ ����
��#� ���: ����������#� 
x � ���� �
��� 

x = E(x) + q, 
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��� E(x) – ����� ����� ����� x (�������,�� ����� �����, �� ������-
������� x) � q – ������� ��� �����, 0 ) q < 1. <���� 

ex = eE(x)�eq. 

������ ��������� eE(x) ������� � ������# ��'������� � ������� 
����� e (���������, ��� ?�� ����� ��� �'������ � ����'������� 
��������#). G����� ��������� �������#� � ������# ��'������� 
(5.63). ��� 0 ) x < 1 ?��� ��� ������ ��������, ��������
 ������� 
���� Rn(x) ����������� ����
#��� ����'��: 

nn
xxR

n

n !
)(0

1

�) . 


����� 5.21. /���� e  � ��������# �� 10
5. 
; � , � � � � . ����'
���� 	���
��� 

 "
#
$

%
&
'� ;

� 2
1

0

2
1

n

n

k
k Rue , (5.64) 

��� u0 = 1, 
k

uu k
k 2

1
�  (k = 1, 2, ..., n). =�������� ������������ � 

��
�� '�������� ����������� '������. ��������������� �����: 

u0 = 1, ,50000000,0
2
0

1 ��
uu  

,1250000,0
4
1

2 ��
uu  ,0208333,0

6
2

3 ��
uu  

,0026042,0
8
3

4 ��
uu  ,0002604,0

10
4

5 ��
uu  

,0000217,0
12

5
6 ��

uu  ;0000016,0
14

6
7 ��

uu  

S7 = 1,6487212. 

���
���� �
��
 �� ���� ���������� '����� ����� '������, ��-
�
��� 

.64872,1�e  
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2. �"�������� �������� ��$������������ ������� 

/��������������� ���������� ��'������� ������	�������� 
	
����� � ��������� ��� 

 � � �� 





�


1
1

432
)1ln(

1432

n
xxxxxx

n
n  (5.65) 

'���
��������� �'-'� ����������� 
1 < x ) 1 � ��������� �������-
���. ��?���
 '������ x �� 
x � ���
��� 

�� 









�



1432
)1ln(

1432

n
xxxxxx

n
 . 

G������ �' ������� ��������� ������, ������� 

 ""
#

$
%%
&

'
�



 �

53
2

1
1ln

53 xxx
x
x , (5.66) 

��� |x| < 1. 
*���
�� (5.66) ����� 
����� ��� ���������� ������	��� �� 

��
� ��������: 1) ���
���� ������	�������� 	
����� ��� 
��-
'����� '������� x ��������� ����'������� ������������� '��-
�����; 2) ��� (5.66) �������� �������� ������. ������ ������� ��-
�� (5.66). <�� ��� ����,���� ������
#���� ����� ���� � ������
-
���
 ����� 

2
1212

12
12

12
:

12
x

n
n

n
x

n
x nn





�






 

� �����
 ����,� x2, �� ������� ����,�, ��� �
��� �������������� 

���������� � ������ ������ 
12

2
12





n
x n

 � '����������� x2. <���� ��-

��'��, ����������� ����������� 

 
� �� �2

12

112
2

xn
xR

n

n 

�



. (5.67) 
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����� 5.22. /���� ln5 � ��������# �� 10
6. 
; � , � � � � . ���� 
������� ���������� ���� (5.66), �������-

��� ����� 5 � ���� ����'������� 5 = e�
e
5 , ����� ��

e
e 5lnln5ln  

e
5ln1� . ������� 

ex
x 5

1
1

�


 , ������� 29562514,0

5
5

E




�
e
ex  ('���� 

��������������, ��� ����� e �� ����� ��������� � ����
���� ���-
�����#, ��� � �. 1). B' ������ (5.67) ����
��, ��� ������� ������-
'������� ����� ������
 �����,�����
 ����
. "
��� ����� ��� ��-
�������� � ��
�� '�������� '������ 

,59125029,021 �� xu  ,01722395,0
3

2
3

2 ��
xu  

,00090316,0
5

2
5

3 ��
xu  ,00005638,0

7
2

7

4 ��
xu  

,00000383,0
9

2
9

5 ��
xu  .00000027,0

11
2

11

6 ��
xu  

 
<���
���� �������� �������
��. =�������� ����� ����, ���
��� 

ln5 = 1,609438. 

3. �"�������� �������� ������ � �������� 

&�� ���������� '������� 	
����� sinx � cosx ������'
�� ��'-
������� � ��� 

 � � �� 





�


12
1

!5!3
sin

1253

n
xxxxx

n
n  (
� < x < �), (5.68) 

 � �
� �

�� 


�
!2

1
!4!2

1cos
242

n
xxxx

n
n   (
� < x < �). (5.69) 

;��� (5.68) � (5.69) ��� ����,�� x �������� ��������. ������, 

������� ������������� 	
����� sinx � cosx � 	���
�� �������-
��� ������������������ 	
�����, ���������� 
���� ��������� 
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sinx � cosx ��� ������
��� .
4

0 �
)) x  <�� ��� � ?��� ������
��� 

���� (5.68) � (5.69) ����#��� '���������
#������ � 
����#���� 
�� ���
�# �������, �� ������� ���� � ����� ��
���� �� �����,��� 
���
�� ������� �����,������ �����. 


����� 5.23. G�������� 
4

sin �  � ��������# �� 10
4. 

; � , � � � � . L������� ���
����� � ��
�� '�������� '������: 
x = 0,785398. �������� (5.68), ���
���: 

,785398,01 �� xu  ,080746,0
32
1

2

2 
�
�


�
uxu  

,002490,0
54
2

2

3 �
�


�
uxu  .000037,0

76
3

2

4 
�
�


�
uxu  

 
<���
���� �������� �������
��, ��?���
 

4
sin � =0,7071. 

;�'
������, ?��� ��'
����� ����� ���� ���
����, ������'
� 

'������� ,
4

sin �  ������ .
2
2  

4. 
��,��%����� ��!�%���� ��#�$����� 


����� 5.24. G�������� �������� 

,
1

0

2

W 
� dxeI x  

��'����� �������������
# 	
����# � ��������� ��� � ������'
� 
���� ������ ?���� ��'�������. ������� �����,�����. 

; � , � � � � . B���� 

� � �� 


�


!
1

!3!2
1

264
22

n
xxxxe

n
nx  . 
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A��� ��� �������� ��� �#��� x; ��������������� �������� 
������ ���� ������, ���
��� 

�""
#

$
%%
&

'
�


�



�


�



�


E
!613!511!49!37!253

13119753
1

0

xxxxxxxI  

 
9360

1
1320

1
216
1

42
1

10
1

3
11 


� . (5.70) 

������ ������� ����: 

.105,1
75600

1
!715

1 5
7


���
�

)R  

D������� ?��, �������� �
��
 (5.70) � ����# '������ ����� 
'������ (� ����� '������� '�����). ������������ ���
��� 

W 
�
1

0

2
dxeI x = 0,7468. 


����� 5.25. G�������� �������� 

W 

�

5,0

0
51 x

dxI  

� ��������# �� 10
4. 
; � , � � � � . ;�'����� �������������
# 	
����# � ��������� 

��� 

��



15105
5 1

1
1 xxx
x

 . 

�������# ���������� ?���� ���� �������� �������� (
1, 1). ��-
��'�� �������������� ������ � ?��� ��������, �������������, ���-
��� ��� ����� �������� �������������. 

B�������
� �� ����'�
 [0; 0,5], ���
��� 

�� 
�


�


�

�""
#

$
%%
&

'
� 16116

16116
2/1

0
216

1
211

1
26

1
2
1

16116
xxxxI . 
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<�� ��� 
�� ������ ���� ����,�, ��� 10
4, �� ������
�� �'��� 
� �������� ������������� '������� ��������� �
��
 ������ ��
� 
������. 

������ ������� R2: 

�
�


�

� 16112 216
1

211
1R  . 

&�� ?���� '������ ������ ���������, ������� � '�����������, �� 
����� 11. <���� ���
��� �
��
 ����������� 
����#��� ������-
�������� ���������� 

.105,0
31211

1

2
11

1
211

1
211

1
211

1 4
6

5

1116112

��

��
�



�

�
�

�


�
� �R  

<���� ����'��, �
��� ������ ��
� ������ ���� '������� ����-
����� � ����
���� ��������#. ������������ ���
��� 

.5026,0
26

1
2
1

1 6

5,0

0
5 �

�
�


W x
dx  

G '���#����� '������, ��� ��'������� 	
����� � ��������� 
���� ������'
���� ����� ��� ��,���� ��		������������ 
�����-
���, � ��� ���� ������ � ����
#��� ������. 

§ 5.8. )&" �� ��#��� 

;��������� M(k, l) – ��������� ������ ��'����� k M l � �����-
���������� ?���������. 

1. 
�������#������#� �� ��#��� 

�
��� ��� ������� ���
�������� n ���� ������� An � M(k, l). 
������������������ A1, A2,…, An, …, ��� {An}, ,n ��  ��'���#� 
��������	�
���	
� ��	���. 
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X���, ��� ������ ������������������ ������ �' M(k, l) �����-
���� k�l ������� �������� �������������������, ������� ���
��-
#��� ������������ ?�������� ������ An � 	������������� ��-
������� i � j. 


����� 5.26. ;��������� ������������������ 2 M 2 ������ 

� �� � � �

� �n
n

ij
n

ijn ij
aaA 1, �� , i = 1, 2, j =1, 2. 

G ��'����
��� ���� �����: 

�� ,

4
1

2
1

2
11

,,

4
1

2
1

2
11

,

4
1

2
1

2
11

22

2

21

"
"
"
"

#

$

%
%
%
%

&

'

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'

�

"
"
"
"

#

$

%
%
%
%

&

'

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'

�
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

� nn

n

nAAA , 

��� ��� ���
��� ������ �������� ������������������: 
1, 1, ..., 1, ...  � ������ ������ � ������ �������; 

�� ,
2
1,,

2
1,

2
1 2 n

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'  � ������ ������ � ������ �������; 

�� ,
2
1,,

2
1,

2
1 2 n

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'  �� ������ ������ � ������ �������; 

�� ,
4
1,,

4
1,

4
1 2 n

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'  �� ������ ������ � �� ������ �������. 

����������. 0�	���� A = (aij) �������	 �������� ����-
����	�
���	� ��	��� {An}, ,n ��  ��� ��� ������ ���� i � j 
��������	�� �����	�� 

� �,lim n
ijnij aa

��
�  i = 1, …, k, j = 1, …, l. 

B���� �������, ���������� ������ ���� ��?���������. 


����� 5.27. /���� ������ ������������������ ������ {An}, 
,n ��  �' ������
���� ������� 5.26. 

; � , � � � � . ��������, ,lim AAnn
�

��
 ��� "

#
$

%
&
'�

00
01

A . 
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2. )&" �� ��#���. ���������& � ������" 

����������. *���� 
� ����
� {An � M(k, l)}, ,n ��  ����-
���	 ������� ���� 

 A1 + A2 + … + An + … (5.71) 

;�� �' ������ – ?�� ���������������� ��������� ������� ��-
������� ����. ����������� ��� ���������� �����
�� ����������� 
���������� ��������� ���� (5.1). : ������, ���'����� ����'  

� S1 = A1, S 2 = A1 + A2, … (5.72) 

���	���� ����� ���� (5.71). 
n-� ��������� �
��� Sn – ?��, �� �
��, ������ ����� �' k�l ���-

������ �
�� ������� �������� �����, ������� ���
��#��� �� 
	������������ ����� ����������
#��� ������ � ��������� i � j, 
i = 1,…, k;  j = 1,…, l. 

����������. _�� (5.71) �$��
���, ��� ��������	�
-
���	
 {Sn} �� ���	����! ���� �!���	��. 

G ��
��� ���������� ���� (5.71) ���'����� ������ ��������� 
�
�� ����' S. <���� ����� 

 .lim nn
SS

��
�  (5.73) 

����������. ,�� �!���'���� ���� ��	���� S �������	 
������ ���� (5.71). 

G ?��� ��
��� �
��
 ���� '�������#� � ���� �������������� 

��������� .
1

;
�

�

�
n

nAS  


����� 5.28. /���� �
��
 ���� �' ������ 

A1 + A2 + … + An + …, ��� 
"
"
"
"

#

$

%
%
%
%

&

'

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'

� nn

nn

nA

5
1

4
1

3
1

2
1
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; � , � � � � . X���, ��� � �������� ��������� �
��� Sn �� ���
-
��� ������
, ?��������� ������� �
�
� ��������� �
��� ������-
�������� ���������� �� '������������, ����,��� �������. ��-
?���
 ������ ��� ��������, � ��� �
���� �
��� 

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

�

"
"
"
"
"
"
"
"

#

$

%
%
%
%
%
%
%
%

&

'








�

4
1

3
1

2
11

5
11

5
1

4
11

4
1

3
11

3
1

2
11

2
1

S . 

"���� ���������� ������� ��'����#�, ���� �� �� �������� � 
�������������� ����������� ���������� ���, ������������ �' 
�������� ���������� ������� A ��'����� k: 

 E + A + A2 + … + An + … . (5.74) 

<���� ���� ��������������� � ������ ����� 
������� ��� �'
-
����� ���������� �������, ��� ��������������, ��� A � 0. ���'�-
������, ��� ���������� ������ ���� ?����������� ������	�����	� 
��	���� %��	
�� A. ���� ���� ���������#��� ����� �� ��-
���� � ���������� ���� (5.74), ��� ��������� ����������� �	��-
�� ��	����� ����. 

3. *#�����"� ��#����"� �&" 

����������. ���	
 ���� ������	��� ��	���� A ������� k 
� �	����� ��� /0 + /1x + /2x

2 + … + /nx
n + … . 3����		�� 

����
�	�� ����� �������	 ���, ��������� ������ � �	��-
��� ��� ������� x �� A: 

� / 0 + /�1 A + /�2 A
 2 + … + /�n A

 n + … = .
0

;
�

�n

n
n A/  (5.75) 

���'�������, ��� ����������� ���������� ���������� ������-
���� ���� (5.75) ��������# �������� � ������
 � ���������� 
�������� ���������� ����. /�������, ��� ����� @ ��'���#� ���-
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�	����� ������� ������� A, ���� �������� ���
����� ����	-
����� ��	�� ,x�  ��� �������� ����������� ��������� 

.xxA ��
@�  

G����� � ��������� ��������� ����� (5.75) ���������� ���-
������ ��� 

 .
0

2
210 ;

�

�

�
n

n
n

n
n @/@/@/@// ��  (5.76) 

:������ 5.19. 0�	������ �	����� ��� (5.75) �!���	�� 	�-
��� � 	��
�� 	����, ����� �!���	�� �	����� ��� (5.76) ��� ���-
���� ����	������ ������� @ ��	���� A. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� ��������� ��� (5.75) �������� � 
@ 
 ����������� '������� ������� A � ����������� �������� .x�  

���'����� B = .
0

;
�

�n

n
n A/  ;��������� ������ .xB�  ��������
 ��� 

�#���� ���
�������� n ����������� ��������� ,xxA nn �� @�  �� ����-
������� ��������� 

 .
0

xxB
n

n
n
�� ;

�

�

� @/  (5.77) 

���#�� ����
�� ���������� ���� (5.76). 
��� ����'��������� ������������� ����������� ��
����, ��-

��� ����	���� ��	��� ��	���� A �������	 ����� ����	���-
�	�� .k�  L������, ��� ��� �������� ���������� ���� (5.75) �����-
����� ���������, ��� ��� �#���� ������� x ������������ k�  ���-
����� ��� �' �������� 

� /0x + /1Ax + /2A
2x + … + /nA

nx + … . (5.78) 

K��� x – ����������� ������ ������� A, �� ��� (5.78) �������� 
�� 
�����#. G ����� ��
��� ������ x �������������� � ���� ��-
������ ���������� ����������� ��������. ��?���
 ��� (5.78) 
����� �������������� � ���� �������� ���������� ����� ������ 
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�� ���� ��� ����������� ��������, ������ �' ������� ��������. 
=������������, �������� � ��� (5.78), ��� '���������� ����'�����-
���� �������. 

*���#��� 1. 0�	���� %��	
�� A ������	���� 	���� 
� 	��
�� 	����, ����� ����� /�������� ��	���� A ��
) 
������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . !� �������'
���� ��������� ����
�-
�������� �' ��. 3 ������ ����� 
�������: ��������������� ���-
���� A ����
������ ����� � ������ �����, ����� �������� ������-
��� ��� (5.74): 

E + A + A2 + … + An + … . 

=������� ������� 5.19 ��� (5.74) ��������, ���� ��� �#���� �����-
������� '������� @ ������� A �������� �������� ��� 

1 + @ + @2 + … + @n + … , 

�.�. ����� |@| < 1. ��������
 ������� A ��������������, �� �� ���-
���� ������� – *������
�� ������������ �� ���
�# ����������� 
'������� @A ������� A ������������� � ��������������. ��?���
 

������ ���������� ���������� ���� (5.74) ?����������� 
�����# 
@A < 1, ��� � ����������� ����'���. 

*���#��� 2. ,�� ����� ������	��� ��	���� A �!���	�� 
��� 

 �� �
!!2

2

n
AAAEe

n
A . (5.79) 

=������� ������� 5.19 ���������� ���������, ��� ��� �#���� 
������������ '������� @ �������� ��� ��� ������� ����'�������� 
	
����� 

�� �
!!2

1
2

n
e

n@@@@ , 

� ?�� ����,� �'������. 
;�'������� � ��� (5.79) ������'
#� ��� ��,���� ������ ��-

������ ��		������������ 
��������. 
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����� 6  

()�:�P� 	�:��)��P 

§ 6.1. ������� ��#�$��� � �$� �����#�� 
������� ���
 ��� '����� ���������� ������� ������������� 

�������� �������� � ������������
 ��������
 �� 	
����� ����� 
����������, ����������� '����� ���������� ��F��� ���� �������� 
� ������# �������� ��	�����. ����������� ���������� ���� ��-
�������� �� ����������� ������������� ��������� ��� 	
����� 
����� ����������. 

1. ���������� �����$� ��#�$���� 
�
��� 	
����� f (x, y) ��
� ���������� '����� � �����
������� 

������� P ���� },{ dycbxa ))))  � ���� �������� ������������ 
	
������ � P. ;�'����� ������� P ����������� �������, �����-
�������� ��� x, � ����� ����������� �������, ������������� 
��� y, �� ����� (���. 6.1), ������� �
��� ��'����� �������; ���� 
�� ��'������ ������ ���� �
��� ��'����� ����	����. ���'����� 
��'������ �
���� T. "
��� �������, ��� ������ ����
�������� 
������� 1, 2, …, n. �
��� iI  – ������� i-� ������ � ii Mm ,  – ����-
���������� ������ ������ � ������ ������� ������� ��������� 
'������� 	
����� f �� i-� ������. =������� ��� �
��� &���
: 

����## �
��
 ;
�

��
n

i
iiTT mfss

1
)( I  

� �����## �
��
 .)(
1

;
�

��
n

i
iiTT MfSS I  

��������, ��� .TT Ss )  &������, ��� � � ����� 4, ��� �������-
���� ����� ����� ����������� 

 ,
21 TT Ss )  (6.1) 

��� 1T  � 2T  – �#��� ��� ���������� ��'������ ������� P. 
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&�� ?��� ���� ���������� ��'������ T, ������� �
��� ��'�-
���� ����'��� �������� 1T  � .2T  ���� ���
���� ��'������ T, 
�
��� �'��� ��� ������ (������������ ���� ���������), '���#��� 
��'������ 1T  � ;2T  ?�� ������ � �
�
� ��������� ��'������ T. 
X���, ��� ��'������ T �������� «�'����������» ��� ��'������ ,1T  
��� � ��'������ :2T  ������ ������ A ��'������ T ������� �����-
����� � ��������� ������ B ��'������ 1T  � ��������� ������ C 
��'������ .2T  

 y

 x
 

)��. 6.1 

<���
# ����## (�������������� �����##) ������
 �������-
�� '������� 	
����� f  �� ����'������� ��������� D ���'����� 
m(D) (�������������� M(D)). G ���
 ��,����'������ ����� 

),()(),()( CmAmBmAm ��  

).()(),()( CMAMBMAM ))  

B' ?��� ���������� (������, �' ������� � ����������) ������-
��� ����'�� ����
�� ,,

21 TTTT SSss ))  ��� ��� ����� 

.
21 TTTT SSss )))  

���#�� � ����
�� (6.1). 
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���������� . *��� ��� ����������� ������� f (x, y), �����-
��� �� ���������
��� },,{ dycbxaP ))))�  ��'�	��	 ��
	-
����		�� ����� J, �������' ��!�� � ����� ����� ,���� ��� 
����������! ����	���! �������� ���������
���� P, 

21 TT SJs ))  

( 1T  � 2T  – ���� ��� ��������), 	� �	� ����� ������	�� ����-
	�� 
	��"����� �� ��	�

 f �� P � ��������	�� 

.),(WW
P

dxdyyxf  

��� �	�� ������� f ������	�� ����	��"����	�� ��	�
��. 
!���� ��
������, ��� ��������������� 	
����� f ����� �
�# 

��� ���������� ����,��� �����
�������� .PP �(  K��� ��� ����� 
	
����� ����
���� ����� ������� �������� �� P, �� ������� �����-
��������� ����� ���� �
���� �� :P(  

 .),(),( WWWW
(

�
PP

dxdyyxfdxdyyxf  (6.2) 

&������������, �#��� ��'������ T �����
�������� P ����� 
����������, ������� � �����
 ��'����#��� ������ ����������� 
������ P( . B' ������� �
�� &���
 ����
��, ��� ��� ����������� 
�������� ��������� �� f �� P ����� ������������ ������ ��'���-
����� ������ ����. &����, ���� T (  – ��'������ P(  �������, ���-
������ � ��'������ T, �� ��������, ��� �
��� &���
 ),( fsT  

)( fST  ������#��� �� �
�� &���
 ),( fsT (  )( fST (  ������ �������� 
���������� �������������� ���������, ������ 0. ��?���
 �' ��-
������ 

),()( fsfs TT (�  )()( fSfS TT (�  

�������� ������,���� (6.2). 
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G �������,�� ��� ���������� 	���
�������, �
��� ��� “���-
��
����������” �������� ������ �����
�������� �������
#���� 
��� ���� }.,{ dycbxa ))))  

���������� . ���	
 ����������� ������� f (x, y) ������ �� 
����������� �����	� G. _��)���� �����	
 �������� 
f (x, y), ������� f (x, y) = 0 �� G. /������ f (x, y) ������	�� 
	-
��"�
������ �� G, ��� ��� ��	������� �� �������
���� ���-
������
���� P( , ������'�� G. ,������ ��	���� �	 f �� G ��-
����	�� �������� 

 ,),(),( WWWW
(

�
PG

dxdyyxfdxdyyxf  (6.3) 

�����	�� G ��� �	�� ������	�� �������� 
	��"�
����	
�. 
;��������� �����
������� P, ���������� ������� ���������-

����� G. ��������, ��� P �������� � ����������� �����
������� 
,P(  � 	
����� f (x, y) = 0 ��� .P(  ���#�� � 
����� (6.2) �������� 

������ �����: 
� �������� �������� ��	����� ���	� �������
���� ���-

������
���� P(  � ������ (6.3) ����� �����
����	
 ����� ���-
������
��� P, ������'�� �����	
 ��	���������� G. 

2. �����#�������� ��"�� �����$� ��#�$���� 

�
��� 0),( �yxf  � ������� }.,{ dycbxaP ))))�  &�� �#-
��� ������� PG \  ��������� ���� 

3( , ) {( , , ) | ( , ) , 0 ( , )}.C f G x y z x y G z f x y� � � ) )�  

= �������������� ����� '����� ),( GfC  – ������� � ��������-
�� ,G  ������������ �����
 �����������# ),( yxfz �  (���. 6.2). 
��F�� ���� ),( GfC  ���'����� ).,( GfV  

;��������� ��������� ��'������ T �����
������� ������� P 
�� ������ nPPP ,...,, 21  � ����������
#��� �
��� &���
 ; iim I  � 

,; iiM I  ��� )( ii PII �  (������� ������ iP ). 
=�������� iim I  � ������ �
��� &���
 ����� ��F��
 �����-

����������, � ��������� �������� ����� ,iP  � ������ ����� .im  
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:��������� ��������� iiM I  � ������� �
��� &���
 ����� 
��F��
 ���������������, � ��������� �������� ����� ,iP  � ��-
���� ����� .iM  

 P
 G

 x

 y

 z

 C (f, G )

 

)��. 6.2 

X���, ��� ���� ),( iPfC  '���#���� ����
 ��
�� ?���� �����-
������������. ���#�� ����
��, ��� .),( iiiii MPfVm II ))  =
���-
�
� �� ���� ������� ��'������ T, ���
���� ������� ����������� 

).(),()( fSPfVfs TT ))  

���#�� � 
����� ����, ��� �������� WW
P

dxdyyxf ),(  – ������-

������ �����, ��'����#��� ������� � ������ �
��� &���
, ����-
���� ������,���� 

).,(),( PfVdxdyyxf
P

�WW  

:���������� ��������� ����������� � ��� ��������� �� �����-
�� G ����'������� 	����. 
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&������������, ��������� f �
��� �� ���������� G �� ��F��-
�#���� �����
�������� ,GP 8  ����� 

).,(),(),(),( GfVPfVdxdyyxfdxdyyxf
PG

��� WWWW  

<���� ����'��, �� ���,�� � ����
#���
 '���#����#: ��� 
��	����	�
��� ������� f ��	���� �	 f �� �����	� G ���� 
��;�� 	��, ������������ ����� �����	
� G, � ���!� – ����!-
���	
� z = f (x, y) (�������� �������). 

3. *����#�� �����$� ��#�$���� 

;��������� �������� �������� �������� ���������. 
1. *��� ��'�	��	 ��	���� �	 ������� 1]f  �� G, 	� �� 

������ �������	 � ���'��
� �����	� ��	����������: 

 ),(1 Gdxdy
G

I�WW  (6.4) 

�� )(GI  – ���'��
 G. 
& � � � ' � � � � � � � � � . *�����
�� �����
������� GP 8  � ���-

������� �����-���� ��� ��'������ T. /����� �
��� &���
 �����-
����� 	
����� 1]f  ����� ��� ,;�

i
iiT ms I  ��� ,1�im  ���� i-� 

������ iP  ������� ���������� � G, � ,0�im  ���� iP  �������� 
�����, �� ������������� G. ���#�� ����
��, ��� .;

�

�
GP

iT
i

s I  :��-

������� ,;�
i

iiT MS I  ��� ,1�iM  ���� ,K�Q GPi  � ,0�iM  ���� 

.K�Q GPi  <���� ����'��, .;
K�Q

�
GP

iT
i

S I  ;��������� 	��
��, ��-

���������� �' ����� ��'������, ����������
#��� ������ � ����-
��� �
���� &���
: 	

GP
iT

i

PA
�

�  � .	
K�Q

�
GP

iT
i

PB  ��������
 

,TT BGA ��  ����� 

 .)()()( TTTT SBGAs �))� III  (6.5) 
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L����,�� ����'���������, '������, ��� �������� WW
P

dxdyyxf ),(  

– ������������ �����, ��'����#��� ��������� ������� � ������ 
�
�� &���
, ��?���
 ).(1 Gdxdy

G

I�WW  

+�������� . G���
 ��������� ���������������� ������ ��-
����� ������� ��������� �� ������ '���� '������� ����
#���. 
�������,�� ?������� ��� �'������� ������� ����#���, �������, 
�����
��������, � ����� '� ���� – 	��
��, ������������ �' ��-
������� ����� �����
���������. G������� ��'���� ����� 	��
�� 
���	������ ���������
������. �� ����������#, ��������� G �� 
��������� ����� �������, ����
# ),(GI  ���� ����� )(GI  ������-
�� ������������ ��'����#��� ������ ��� �������� ��������� 
�����
���������, ���������� G, � �������� ��������� �����-

���������, ������������ � G. &�
���� ������� (��. ��,� ����-
������� (6.5)), ������� )(GI  ���� �������� 1 ,

G
dxdyWW  ���� ������ 

?��� �������� �
�����
��. ��� ����� ������� � ������# ������� 
��������� (6.4) ������������ �� �
�����
 � ���������#. ������� 
����� ����'��� ��� �������,��� 	���: �	������, �	� 

,0)( �GI  ������	, �	� ��'�	���	 ���	���� ���������
���� 
��� ������ ����� ���'���, ������'� G. 

2. $��������� �����	�� 

 ,WWWW �
GG

fdxdyCCfdxdy  (6.6) 

�� C – const. 
& � � � ' � � � � � � � � �  ��������. 
3. *��� ������� 1f  � 2f  ��	������� �� �����	� G, 	� ����-

������ �����	�� 

 .)( 2121 WWWWWW �
GGG

dxdyfdxdyfdxdyff  (6.7) 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� GP 8  – �����
�������, ��F��-
�#��� ������� ��������������. J�� ������, �������, ��� 1f  � 2f  
���������� �
��� �� ���������� G �� P. J����� �� �� ���� ��'-
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������ T �����
�������� P, ��� �#��� ��� i-� ������ ����� ��� 
��������� �����������: 

),()()( 21 fmfmfm iii �  

).()()( 21 fMfMfM iii )  

���#�� ����
��, ��� �'������� ��� ����������� )()( fSfs TT )  ��� 
	
����� 21 fff �  ����� ����������: 

 ).()()()()()( 2121 fSfSfSfsfsfs TTTTTT )))  (6.8) 

L������ ������ �#��� .0��  G���
 ��������
������ 1f  � ��-
����� G ������ ����� ��'������ 1T  �����
�������� P, ��� 

 ,
2

)()( 11 11

�
�
 fsfS TT  (6.9) 

� ����
 ��������
������ 2f  – ����� ��'������ ,2T  ��� 

 .
2

)()( 22 22

�
�
 fsfS TT  (6.10) 

;��������� ������ ��'������ T, ����#����� ����������� ��'-
������ 1T  � 2T  (��. �.397). ��������
 T ���� �'��������� 1T  � ,2T  
����� ����� '� (6.9) � (6.10) 

,
2

)()( 11
�

�
 fsfS TT  ,
2

)()( 22
�

�
 fsfS TT  

��?���
 

;))()(())()(( 2121 ��
 fsfsfSfS TTTT  

���#�� � �' (6.8) ����
��, ��� ����� )( 21 ffsT   � )( 21 ffST    
������#��� ����,�, ��� �� ,�  ��� �'������ �
�����������  
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��������� .)( 21WW 
P

dxdyff  ��������� '���#��� ����
 )( 21 ffsT   

� ),( 21 ffST   �, '�����, ����
 (6.8) – ����
 )()( 21 fsfs TT   � 
).()( 21 fSfS TT   /� � ��� �� �������� '���#����, ��������, � �
�-

�� .21 WWWW 
GG

dxdyfdxdyf  =������������, 

.)( 2121 ��""
#

$
%%
&

'

 WWWWWW

GGG

dxdyfdxdyfdxdyff  

G���
 ����, ��� ����� �  ����� ���� ������� ��� 
����� ��-
���, ���#�� ����
�� ��������� (6.7). 

4. *��� 1f  � 2f  – �� �������, ��	������� � G, � ,21 ff )  
	� 

.21 WWWW )
GG

dxdyfdxdyf  

& � � � ' � � � � � � � � �  ��������. 
5. *��� (const)Cf )  �� ��� �����	� G, 	� 

).(GCfdxdy
G

I)WW  

& � � � ' � � � � � � � � � . A�� �������� �������� �' ������
���� 
��������. 

6. *��� ������� f ��	������� � �����	�! HG,  � ,HG Q  	� 
f ��	������� � HG 0  � 

.WWWWWWWW
Q0


�
HGHGHG

fdxdyfdxdyfdxdyfdxdy  

& � � � ' � � � � � � � � � . &�� ����'�������� ��������� M �� 
��������� Oxy ��'���� ������	���� M 	
����# ,MI  ����
# 1 �� 
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M � ����
# 0 ��� M. &�� ����������� �������� HG,  � HG Q  
�����������, ��������, ��������� 

.HGHGHG IIII Q0 
�  

=�����, ��� 0�f  ��� ,HG 0  ���#�� ���
����  

.HGHG IfIfIff Q�
���  

B�������
� f �� ,HG 0  � 
����� �������� 3) ����� 

.WWWWWWWW
0

Q
000

�
���
HG

HG
HG

H
HG

G
HG

dxdyIfdxdyIfdxdyIffdxdy  

&�� '����,���� ����'��������� �������� '�������, ��� 

WWWW

WWWWWWWW

Q0
Q

00

��

����

HGHG
HG

HHG
H

GHG
G

fdxdydxdyIf

fdxdydxdyIffdxdydxdyIf

,

,,

 

��������
 0�� GIf  ��� G, 0�� HIf  ��� H, � 0�� QHGIf  ��� 
.HG Q  

7. *��� ������� f ��������� �� �����	� G ������ ���-
'���, 	� 

.0�WW
G

fdxdy  

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� GP 8  – ����������� �����-

�������, ���������� G; T – ��'������ P; TB  – 	��
��, ������-
������ �' ����� ��'������ T, ���#��� ���
���� ����������� � G. 
��������
 ������� ,0)( �GI  ��� �#���� 0��  ����� ������� 
��'������ ���, ����� ������� )( TBI  ���� ����,� .�  G ���
 ��-
������������ f �� G �������� ��������� C, ��� ������� �������-
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���� ������� ����������� CfC ))
  �� ���� G. ���#�� ������#� 
����������� ��� �
�� &���
 

.)()( �� CfSfsC TT )))
  

=������������, ��� 0��  ������� � ������ �
��� &���
 
����� ��������� � �
�#, ��� � �'������ ��������� 0 ��������� �� f 
�� G. 

8. $����	�� ����	�����	� ��	�����. *��� �����	
 ��	�-
��������� G ������� f �����	� �� �� ���	� BAG 0�  	���� ��-
�����, �	� ���'��
 BAQ  ����� ����, � f ��	������� �� A  
� �� B, 	� 

 .WWWWWW �
BAG

fdxdyfdxdyfdxdy  (6.11) 

& � � � ' � � � � � � � � �  ���������� ����
�� �' ������
��� 
������� 6 � 7. 

§ 6.2. ��& ����! ������� ��-��#���# ������ ��#�$���? 

:������ 6.1. *��� ������� f (x, y) ������� � �������� � 
���������
��� },,{ dycbxaP ))))�  	� ��'�	��	 ������� 

��	���� .WW
P

fdxdy  

&���'��������� �� ��������, ��� ��� ��� ��������# ��������-
�� ����'��������
 ����������
#��� ������� ��� ������������� 
���������. 

:������ 6.2.  ���	
 G – ����������� �����	
, f – ��������-
��� ������� �� G, ^ – ��;����� ������� G � �����	�� 	��� 
������� f �� G. ����������, �	� ���'��
 ^ ����� ����. ����� 
��'�	��	 ��	���� .WW

G

fdxdy  

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� P – �����
�������, ���������� 
G. L������ 0��  � ������� ��'������ �����
�������� P ���, ���-
�� ����� ������� �����, �������#��� ^, ���� ����,� .�  ���-
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'����� ����� �����
�������� P, '����
# ?���� ��������, ����' F; 
�������
# ����� P ���'����� Q (���. 6.3). 

 P

 x

 y

 G

 Q  F
 ^

 

)��. 6.3 

��������, Q ���� ��F�������� ���������� ����� �����
����-
�����, ��?���
 � ���
 ������� 6.1 � �������� ������������ ����-
���� ��������� �
�����
�� �������� .WW

G

fdxdy  A�� �'������, ��� 

����� ����� ��'������ 2T  ������� Q, ��� �������� 

 .)(
2

�I �
;
T

iii mM  (6.12) 

L������, ��� � �����
�������� P ����������� Cf �||  (��� $ –
const), �������������, ������ ��'����� .2CmM ii �
  

=������� ����� ��'������ �����
�������� P, ���#��� � ����� 
��'����#��� ������ ��� ������, '���#��� 1T  � .2T  &�� ������ 
��'������ (���'����� ��� T) ��'����� ; 
�


T
iiiTT mMsS I)(  ���-

�������� �� ��� �����: �
��
 �� �����
���������, �������� � Q, 
� �
��
 �� �������, ��������#��� F. ������ �
��� �������� 
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(6.12) ����,� ;�  ������ �
��� �� ����������� ,2 �C  ��������
 
������� F ����,� .�  G ����� ���
���, ��� ��� ��'������ T ��-
��������� ����������� 

.2 �� CsS TT �
  

!� �����, ��� ��� ����� ����� ��������� � 0 ��� ,0��  ��� 
�'������ ��������
������ f �� G. 

!���� ����'���, ��� ����� ��������
���� 	
����� '����
� 
������������ �������� � 
�������� 	
�����. =���
#��� �����-
�� 
���������, ��� ����� ��������
���� 	
����� '����
� � ����-
�������� '����� 	
����� �� ���
���. 

:������ 6.3.  *��� ������� � �yxf ,  ��	������� �� �����	� 
G, 	� ������� � � |,| yxf  	��� ��	������� �� G. 

& � � � ' � � � � � � � � � .  �
���  P – �����
�������, ���������� 
G, T – ��������� ��'������ P. J�� ������, �������, ��� � �yxf ,  
����� 0 ��� G. ;��������� ������ ������ � ������� ������� 
�������� '������� 	
����� � �yxf ,  � � � |,| yxf  �� i-� ������ ��'-
������ T: 

� � � �fMfm ii ,  � � � � �.||,|| fMfm ii  

K��� ����� � � � �fMfm ii ,  ������ '���� ��� ���� �' ��� ����� 0, �� 

 � � � � � � � �.|||| fmfMfmfM iiii 
�
  (6.13) 

K��� ����� � � � �fMfm ii ,  ���#� ��'��� '����, ��, ��� ����
���  
������, 

 � � � � � � � � � �.|||||| fmfMfMfmfM iiiii 
��
  (6.14) 

B' (6.13) � (6.14) ����
��, ��� ��� �#��� ������ ����������� ����-
������� 

 � � � � � � � �.|||| fmfMfmfM iiii 
)
  (6.15) 
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D������ ��� ������� i ����������� (6.15) �� ������� i-� ������ � 
����
�������� �� i, ���
��� 

 � � � � � � � �.|||| fsfSfsfS 
)
  (6.16) 

B���, ���� 	
����� � �yxf ,  ��������
���, �� ������ ����� 
(6.16) ��������� � 0 ��� �'��������� ��'������ T. /� ����� � ��-
��� ����� (6.16) ��������� � 0. <���� ����'��,  	
����� � � |,| yxf  
����� ��������
���. 

§ 6.3. *������ �����$� ��#�$���� � ���#������ 

�
��� ������� G – ������������� ��������, ������������ ���-
�� � ������ ������� x = a � x = b (a < b), ���'
 – ���	���� 	
��-
��� ),(1 xgy �  ],,[ bax �  �����
 – ���	���� ),(2 xgy �  ].,[ bax �  
<���� ����������� ����
#��� �������, �������� ���������� 
�������� ��������� � ����������������
 ���������# ��
� ����-
������ �� 	
����� ����� ����������. 

:������ 6.4.  *��� ������� ),( yxf  ��	������� � �����	� 
G � ��� ����� ������������� x �� ],[ ba  ��'�	��	 ��	���� 

,),(
)(

)(

2

1

W
xg

xg

dyyxf  	� ���������� ������� 

 .),(),(
)(

)(

2

1

W WWW
�,

�
-
.

��

�
�
�

�
b

a

xg

xgG

dxdyyxfdxdyyxf  (6.17) 

& � � � ' � � � � � � � � �  ������ �� ��
���, ����� ������� G – ���-
��
������� ���� ,bxa ))  .dyc ))  ;�'����� ����'�� ],[ ba  � 

],[ dc  �� ����� ������� 

 ,...210 bxxxax n ������  (6.18) 

 ....210 dyyycy m ������  (6.19) 
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&����� ��'������� ����'��� ����������
�� ��������� ��'���-
��� T �����
�������� G ������� ������� ixx �  � .jyy �  X����� 
��'������ T �
��� �
�������� � ������# ��
� ��������: 

}.,{ 11  ��))� jjiiij yyyxxxG  

/���
��� ������, ��� ������� ������ ijG  ����� ,ji yx 77  ��� 
,1 iii xxx 
�7   .1 jjj yyy 
�7   

G �������� ������ ijG  ����� 

 ,),( ijij Myxfm ))  (6.20) 

��� ijm  � ijM  – ������ ������ �, ��������������, ������ ������� 
������� ��������� '������� f � ������ .ijG  

B�������
� f (x, y) �� y ��� 	������������ '������� 
],,[ 1� ii xxx  �������� � ������,���# 

.),(
1

W


7))7
j

j

y

y
jijjij yMdyyxfym  

=
����
� �������� ����������� �� j = 0, 1, …, n, ���
��� 

 .),(W ;; 7))7
b

a j
jij

j
jij yMdyyxfym  (6.21) 

;��������� 	
����# .),()( W�
d

c

dyyxfxF  ���'�����  ����
# 

����## ������
 �� '������� �� ����'�� ],[ 1ii xx  ����' ,im  � ���-
�
# �����## ������
  – ,iM  ���
��� �' (6.21)  

,;; 7))7
j

jiji
j

jij yMmym  

.;; 7))7
j

jiji
j

jij yMMym  
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D������ ��� ����� ����� ���������� �� ix7  � �
����
� �� i (i = 0, 
1, …, n), ���
��� 

 ),()( fSxmfs T
i

iiT )7) ;  (6.22) 

 ),()( fSxMfs T
i

iiT )7) ;  (6.23) 

��� ),( fsT  )( fST  – ������ � �������������� ������� �
��� &���
 
��� 	
����� ),( yxf  ������������ ��'������ T. 

/���������� (6.22) � (6.23) �'����#�, ��� ������ � ������� 
�
��� &���
 ��� 	
����� )(xF  ������������ ��'������ (6.18) 
����'�� ],[ ba  '���#���� ����
 )( fsT  � ).( fST  G������ ��'���-
��� T ���, ����� �
��� )(TsT  � )( fST  ������������� ������-
����, ���
���, ��� ����� ������ � ������� �
��� &���
 ��� 
	
����� )(xF  �
�
� ������������� ����������, �������� � ����-

�
 ������
, ������
 .WW
G

fdx  A�� ����'����� �
����������� ������ 

����� 	���
�� (6.17), � ����� � ���� ��������� (6.17).  
�
��� ������ G – ������������� ��������. L���#��� �� � ���-

��
������� H ���� },{ dycbxaH ))))�  (���. 6.4) � ������-
��� f �� ���� �����
������� H, ������� ,0),( �yxf  ���� .),( Gyx 	  

  y 

 x 
 a  b 

 c 

 d 

 G

 H

 

)��. 6.4 
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�������� 
�� ������������� ��
��� ������� � ��������
 �� f 
�� H, ���
��� 

.),(),(
)(

)(

2

1

W WWW
�,

�
-
.

��

�
�
�

�
b

a

xg

xgH

dxdyyxfdxdyyxf  

���#�� � 
����� ����, ��� 0),( �yxf  ��� G, �������� (6.17). 

+��������.  G��������  W W
�,

�
-
.

��

�
�
�b

a

xg

xg

dxdyyxf
)(

)(

2

1

),(  ��'������� ��-

�	����� ��	������ � ����� '����������� � ���� 

.),(
)(

)(

2

1

WW
xg

xg

b

a

dyyxfdx  


����� 6.1.  G�������� �������� �� 	
����� 2

2
),(

y
xyxf �  �� 

������� G, ������������ ������� ,2�x  xy �  � ���������� 
1�xy  (���. 6.5). 

 

1 

2 

21

x

 y 

x

 xy = 1 

G

 

)��. 6.5 
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; � , � � � � .  �������� ������� G �� ��� Ox ���� ����'�� ].2;1[  
��� 	������������ '������� x �' ?���� ����'�� ����������
#��� 
������, ������������ ��� Oy, ���������� ������� G �� ����'�
 

.1 xy
x

))  ��?���
 �������� 	���
�� (6.17) 

�"
#
$

%
&
'
�� WWWWW dx

y
xdy

y
xdxdxdyyxf

x

x

x

xG 1

2

1

2

/1
2

22

1

1),(  

4
9

24
)(1

2

1

242

1

3
2

1

2 �""
#

$
%%
&

'

�
�"

#
$

%
&
' 
� WW

xxdxxxdx
x

xx . 

§ 6.4. ���$�� ��!� � ���&#�> �����$� ��#�$���� 

�
��� ����� ),( yxf  – ������������ 	
����� ��
� ����������, 
'������� � ������������ ������� G. ;�'����� G � ������# ����-
������ ������ ������ ����� �� ����� ,...,,, 21 nGGG  ��'������� 
�������. G ������ ������ iG  ������� ����
 ),( ii yx  � �������� 
�
��
 

 ,),(
1

;
�

n

i
iii yxf I  (6.24) 

��� iI  – ������� ������ .iG  A�� �
��� '������ ��� �� ������ ��'-
������ ������� G, ��� � �� ������ ����� ),( ii yx  � �������. ��� ��-
'������� ��	����
��� ������. 

���'����� ���� ��'������ ����' T. �
��� id  – ������
� ���-
������� ����
 ������� ������ ;iG  ����� id  ��'������� ����	-
��� �����. /������,�� �' ����� nddd ...,,, 21  ��'���� ����	��� 
�������� T � ���'����� ).(Td  /� ���. 6.6 ����'��� ��'������ 
�����
������� ������� �� 4 ������; ������������ ���������� ��-
��
 ������� ������ 1G  ���� .PQ  
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 P 

 Q

 G1 
 G2 

 G3 
 G4 

 

)��. 6.6 

���� )(Td  ���������'
�� ��� �� “������� ��������” ��'���-
��� T: ��� ����,� ?�� �����, ��� ������ ��'������ T. K��� ��'-
������ ...,, 21 TT  ������#��� ���, ��� 0)( �iTd  ��� ,��i  �� �
-
��� �������� � ������������ ����
���� ��'������ ������� G. 

���������� . *��� ��� ,0)( �Td  	.. ��� ����� �������-
����� ����
���� �������� �����	� G, ��	����
��� ����� 
(6.24) �	���	�� � ���������� �����, 	� �	�	 ���� ����-
��	�� ����	�� 
	��"����� �	 ������� ),( yxf  �� �����	� G � 

��������	�� .),(WW
G

dxdyyxf  

=���������� ����
#��� �������. 

:������ 6.5.  *��� ��'�	��	 ������� ��	���� � ����� 
��������, ������� � § 6.1, 	� ��'�	��	 � ������� ��	���� � 
����� �������� �������� � ����	��; ��� �	�� ��� ��	���-
�� �����. 

������� ?�
 ������
 ��' ����'���������. 

§ 6.5. +����� ��������"! � ������ ��#�$���� 

= ������ ������ '������, ��� � ?��� �������	� �'����#��� 
������ �������� ���� '����� ����������; ������� ����'�������� 
�� '���� �� ��������. 
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1. 
������#�����& ������� �����" ��������"! 

�
��� ������� ������� G � ��������� Oxy, �� ������� �� ��-
��� ������������� ��'������ 	
����� ),( yxf  (��������, ������-
������ � �����������). �
���, �����, ������� ��
��� ������� H � 
��������� Ouv, �� ������� �� ����� ����� ������������� ��'-
������ 	
����� ),( vug . �
���, �������, �� ���������
 ������
 

���������� �'����� ����'������ ������������ ����
 ������� 

GP �  � ������� :HQ �  

 ),(),( PQQP �� ��   

��� � �����������: 

 
�
�
�

�
�

),,(
),,(

2

1

vuy
vux

�
�

  
�
�
�

�
�

).,(
),,(

2

1

yxv
yxu

�
�

 (6.25) 

!� ������ �� ���'��� �������� �� 	
����� )(Pf  �� ������� G 
� ���������� �� 	
����� ))(()( QfQg ��  �� ������� H. 

J����� ��'������ ������� G �� ������ ��������� ���������-
�
#��� ��'������ ������� H. ��� ?��� ������������ �
��� ��� 
	
����� )(Pf  ����� ���� �������'����� � ���
 

 ),(
)(
)())(()()( i

i i

i
i

i
ii H

H
GQfGPf I

I
I�I ;; �  (6.26) 

��� ����� iQ  ����������
�� ,iP  � )( iGI  � )( iHI  – ������� ����-
������
#��� ����� (� ���������� Oxy � Ouv). 

����,���� )(/)( ii HG II  ����'�����, �� ������� ��' �'����-
���� ������� ������ iH  ���  �������� � ����������
#��� ������ 

iG . &��
����, ��� ��� �������������� 
����,���� ��'����� 
������ ,iH  ������, ����� iH  ����������� � ���
#-�� ����
 Q, ��-
��,���� )(/)( ii HG II  ����� ������. !� ���'����� ��� ����' 

)(Q�  � ��'���� ���������	�� �������� ���'��� � ����� Q 
��� ����������� �. 
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&��
����, ��� )(Q�  – ����������� 	
����� ����� Q � 
������� H. <���� ����� '������� 

,)(
)(
)(

ii
i

i Q
H
G ��

I
I

�  

��� i�  – ��� 
����� ����� ��������, ����� ��'���� ������ iH  ���-
������� ����. <���� ����'��, 

��� ;;; )(])())[(()(
)(
)())(()()( i

i
iiii

i i

i
i

i
ii HQQfH

H
GQfGPf I���I

I
I�I  

 ).())(()()())(( i
i

iii
i

ii HQfHQQf I��I�� ;; �  (6.27) 

K��� �� ���'����� �������,�� �' ����� ||...,|,| 1 n��  ����' ,�  
�� ������ �
��� � ������ ����� (6.27) �� ���
�# �� �
��� ������-
������ 

),()(
1

HCHC
n

i
i I�I� �;

�

 

��� Cf �||  (	
����� f �������������� ������������), )(HI  – 
������� H. K��� �������, ��� 0��  ��� �������������� �'����-
����� ����� iG  (� '�����, � iH ), �� �' (6.27) ���
��� � ������� 
����
#��� ��������� 

 .)())(()(WW WW�
G H

dudvQQfdxdyPf ��  (6.28) 

A�
 	���
�
 �
��� ��'����� ��������������� 	���
��� '���-
�� ���������� � ������� ���������. <����� 	���
������� 
���-
���, ��� ������� ����������� 	���
�� (6.28), �
��� ���� ��'��, � 
�
���� 3. 

&�� ������������� ���������� 	���
�� (6.28) ���������� 

���� ��������� ��?		������ )(Q�  ��������� ������� ��� ���-
�������� .�  ;����������# ?���� ������� � �������� ����
#��� 
�
���. 
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2. �"�������� )(Q�  

;��������� ������� ��
���, ����� ����������� ,�  '���#��� 
�'����� ����'������ ������������ ����
 ����������� Oxy � Ouv, 
�������� ��������: 

 
�
�
�

��
��

.),(
,),(

22212

12111

vauavuy
vauavux

�
�

 (6.29) 

G ��������� Ouv ���������� �����
 7H (���. 6.7) – �����-

������� 3210 QQQQ , ����������� �� �������� )0,(10 uQQ 7�  � 

),0(20 vQQ 7� . 

 

 7H 

 Q2 

 Q0  Q1 

 Q3 

 7v 

 7u 
 P0 

 P1 

 P2 

 P3 

 7G 

 v 

 u 

 y 

 x 

 � 

 

)��. 6.7 

B' ���������� �  ����
��, ��� ����' ������ 7H ��� ?��� ���-
�������� )( HG 7�7 �  �������� ���������������� � ���,����� 

),,( iii yxP  ����������
#���� ������ ).,( iii vuQ  ��� ?��� �������� 

10QQ  � 20QQ  ����������
#� ������� 

�

� ),( 010110 yyxxPP  
�

� )),(),(),,(),(( 002112001111 vuvuvuvu ����  

�77�



� ))0,(),0,(()),(),,(( 210101201011 uuvvuuvvuu ����  
),,( 2111 uaua 77�  

).,()),0(),,0(( 22122120 vavavvPP 77�77� ��  
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������� )( H7I  ������ H7  ����� .vu 7�7  ������� ����-
�� G7  �� �'������� 	���
��� ������������� ��������� ����� 
�����#���� �������� ������������ 

.
2221

1211

2221

1211 vu
aa
aa

vaua
vaua

77�
77
77

 

<���� ����'��, 

)(det)(
2221

1211 H
aa
aa

G 7�"
#
$

%
&
'�7 II  

�, �������������, 

 .det
)(
)(lim)(

2221

1211 "
#
$

%
&
'�

7
7

�
aa
aa

H
GQ

I
I�  (6.30) 

!� �����, ��� ��� �������� ����������� ��?		������ ����-
����� )(Q�  ���� ���������� �������� (6.30). 

/���
��� ������, ��� � ��
��� ��������� ����������� (6.29) 

������������ 
2221

1211

aa
aa

 ����� ���� '������ ����
#��� ����'��: 

vu

vu

J
J

J
J

J
J

J
J

22

11

��

��

. 

;�'
������, ����� ������������ ����� ��������� � � ��
��� 
����������� ����������� ,�  ���� ������ ��� 	
����� 1�  � 2�  
�
�����
#� ������� ����'������. A��� ������������ ��'������� 
��������� ����������� �  � ���'�������� 

),(
),( 21

vuJ
J ��   ���  

),(
),(

vu
yx

J
J . 

B���, ��� ��
��� ��������� ����������� �  �� ���
���� 	��-
�
�
 

 
),(
),()( 21

vu
Q

J
J

�
��� . (6.31) 
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���'�������, 	���
�� (6.31) ����� 
������������ ��������, 
�.�. ��� ����������� � � ��
��� ����������� �����������: ����-
�����	 )(Q�  ��������  ���'��� ���� ������	��� ������ 
�������� � 	��� Q. 

����������� 	���
�� (6.31) ��� ������ ��
��� �� ��
�����. 
G������, ���� ���� ����'��������� 	���
�� (6.31) ���������� 

������. *�����
�� ����
 0 0 0( , )Q x y  � ���������� �����
 � ������-
������ ,�  “����������� �����������” : ( , ) ( , ),u v x yY �  ������-
��� ��� 	���
���� 

1 0 1 0
1 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ),Q Qx Q u u v v
u v

� �� J J
�  
  


J J
 

2 0 2 0
2 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ).Q Qy Q u u v v
u v

� �� J J
�  
  


J J
 

C������ ��� ��������� ���'� ����
 �  � Y  – ?�� ��, ��� �� 
���� ����������� ����� Q � 0Q  ����'� ?��� ����� ��� ��������-
���� �  � ,Y  �.�. ����� ( )P Q��  � ( ),P Q( � Y  ��������� ��
� � 
��
�
 �������, ���  Q ���������  � 0:Q  

 
0

( , ) 0
( , )
P P
Q Q

:
:

(
�  ��� 0Q Q�  ( :  – ����������). (6.32) 

J�?		������ ��������� ������� ��� ����������� Y  � ����� 
0Q , ��������, ����� �������
 ����������� ,�  �����������
 � ���-

�� 0.Q  B�����'
� (6.32), ����� ����'���, ��� ��?		������ ������-
��� ������� ��� ����������� �  � ����� 0Q  ��� ��, ��� � ��� .Y  

3. ������#����"� �� ������" �����" ����������  
� ���#��� ��#�$���� 

= 
����� (6.31) 	���
�� (6.28) ����������� ������ ��� 

 .
),(
),())(()( 21 dudv

vu
QfdxdyPf

HG
WWWW J

J
�

���  (6.33) 

L���� P – ���������� ����� ������� G, � Q – ���������� ����� 
������� H; ���� ������� ����������
#� ��
� ��
�
 ����������� 
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(6.25). *���
�� '����� ���������� (6.33) � ��������# ���������-
��� 	���� '����������� ����
#��� ����'��: 

 .
),(
),()),(),,((),( 21

21 dudv
vu

vuvufdxdyyxf
HG
WWWW J

J
�

����  (6.34) 

��� ������ 	���
�� (6.34) �� ������������ ��,� �������-
�� ������. &���� ����
# 	���
������
 ������� � '����� ����-
������. 

:������ 6.6. ���	
 H – ����������� �����	
 � �������	� 
Ouv; ),(1 vu�  � ),(2 vu�  – �������, �������� � �����	� H � 
���'� � �� �������� ���	�� ����������. ����������, 
�	� �����	�� 

),,(1 vux ��  ),(2 vuy ��  

�����	 ������� ���������� ���	�	�	�� ���� 	������ ��-
���	� H � 	������ ���	���� �����	� G � �������	� Oxy. ����� 
��� ����� ��	�������� � �����	� G ������� ),( yxf  ��������-
�� ������� (6.34). 

/������� �������� ������� ���������� '����� ���������� 
��� ���������� �������� ��������� ���'��� � ��������� �� ���-
��
������� ��������� x, y �� ��������� � �������� 
����������� r, �. G ?��� ��
��� 

,sin,cos �� ryrx ��  

,
cossin
sincos

),(
),( r

r
r

y
r
y

x
r
x

r
yx

�



�

J
J

J
J

J
J

J
J

�
J
J

��
��

�

�
�

 

�������������, 	���
�� �������'������ ��������� ����������� 
��� 

 .)sin,cos(),( WWWW �
HG

rdrdrrfdxdyyxf ���  (6.35) 
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/�������, ���� G – ��
� ,222 Ryx )  )(GI  – ��� �������, �� 

,)( WW WW��
G H

rdrddxdyG �I  

��� ������� H � ��������� �,r  '������� ������������� ,0 Rr ))  
�� 20 ))  (���. 6.8). 

 

 2� 

 � 

  R 
 r 

  H 

 

)��. 6.8 

��������� �������� �������� � ���������
 

,2 2

00

2

0

Rrdrrdrd
RR

���
�

WW W ��
,
-
.

�
�
�

 

��� ���� ��� '�����
# 	���
�
 ��� ������� ��
��. 

§ 6.6. :������ ��#�$��� 

����������� �������� ��������� ����� ������������� �� ��-
�������� �� ����������� �������� ���������. <������ �������� 

WWW
D

dxdydzzyxf ),,(  

'������� �������# D � ���������� ������������ Oxyz � 	
����-
�� f, ������������ � ������������ � D. ����#��� � ���� ��� ���-

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 422

���� � ������# ���������: ��� ������������ ��'����#��� ����� 
��� ��������� ������ � ��������� ������� �
�� &���
 � ��� 
������ ������������ �
��. 

����� �������� �������#��� � ��� �������� �������� �������-
��, �'�������� � § 6.1, ���������� ��,� '������� ������ “���-
����” �� “��F��”. /�������, �������� 1) ��� �������� ��������� 
	���
���
���� ���: 

*��� ��'�	��	 	������ ��	���� �	 ������� 1]f  �� D, 
	� �� ������ �������	 � ��;��� �����	� ��	����������: 

 ),(1 DVdxdydz
D

�WWW  (6.36) 

�� )(DV  – ��;� D. 
= 
����� ����������� '����� ����������� � ����������� 
���-

��� ��������
������ (������� 6.2): 
���	
 D – ����������� �����	
 � 3.�  ����� ��� ��	�����-

���	� ����������� ������� f �� D ���	�	����, �	��� ������� D 
� �����	�� 	��� ������� f � D ���� ������ ��;�. 

L���
������ ���������� ������������ ������ � �������� ����-
���� ��������� � ���������
. 

�
��� ������������ 	
����� f '����� � ������������ ������� 
D ����������� ������������ .Oxyz  ���'����� ����' G �������# 
������� D �� ����������
# ��������� .Oxy  �����������, ��� 
�
�����
#� ������������ � D 	
����� ),(1 yxz  � ),,(2 yxz  �����, 
��� �������������� ����� ),,( zyxP  ������� D ?����������� ��-
�������# ��
� 
������: 

1) ;),( Gyx �  
2) ).,(),( 21 yxzzyxz ))  
&�
���� �������, ������� D ���������� ���'
 ���	���� 	
��-

��� ),,(1 yxz  � �����
 – ���	���� 	
����� ).,(2 yxz  G ?��� ��
��� 
����������� 	���
�� 

 .),,(),,(
),(

),(

2

1

WWW WW W
�,

�
-
.

��

�
�
�

�
D G

yxz

yxz

dxdydzzyxfdxdydzzyxf  (6.37) 
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/���
��� ������, ��� �������� � 	��
���� ������� ���� ����-
���� �� 	
����� ),,( zyxf  �� ����'�
 – ����������# ������� D � 
������, ������������ ��� Oz  � ��������#��� ������� G � ����� 
(x, y). <���� ����'��, �������� �� ���������� ������� ���������� 
� ��������
 �� ��
������ ������� �� ������������� ��������� � 
����������� ���������. 


����� 6.2.  G�������� �������� 

� �
,

1 3WWW D zyx
dxdydz  

��� D – ���
������� ��������, ������������ ����������� 
0,0,0 ��� zyx  � 1� zyx  (���. 6.9). 

 D 

 1 

 1 

 1  x 

 z 

 y  

)��. 6.9 

; � , � � � � .  �������� G ������� D �� ��������� Oxy – ���-

�������, ���������� �� ���. 6.9 ,���������. ��� 	���������-
��� ����� Gyx �),(  ����������
#��� ������, ������������ ��� 
Oz, ���������� ������� D �� ����'�
 .10 yxz 

))  ��?���
 ��-
������ 	���
�� (6.37) 

� � � �
.

11

1

0
33 WW WWWW �,

�
-
.

��

�
�
�


�







G

yx

D

dxdy
yx

dz
zyx

dxdydz  
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B�������, '���#������ � 	��
���� �������, ����� 

� � � � 8
1

12
1

1
1

2
1

2

1

0
2 



�







�

� yxzyx

yxz

z

. 

���
����
# 	
����# �� x � y �� ������ ���������������� 
�� ���
������� ������� G (���. 6.10). 

 1 

 1 

 y 

 0 

 G

 x 
 x 

 

)��. 6.10 

�������� ?��� ������� �� ��� Ox ���� ����'�� .10 )) x  *����-
�
�� x �� ?��� ����'��; ����������
#��� ������������ ������ ��-
�������� G �� ����'�
 .10 xy 
))  ���#�� 

� � � �
�

,
-
.

�
�
�

1
2

3
4
5
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� xxx  

*���
�� '����� ���������� � ������� ��������� ����� ���-
������� 	���
�� '����� ���������� � ������� ���������. K��� 
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������� D � ������������ Oxyz  ��������� �� �'����� ����'������ 
������������ � �������# _ � ������������ ,Ouvw  ������ ?�� ����-
�������� ��
����������� � ������# 	���
� ),,,(1 wvux ��  

),,,(),,,( 32 wvuzwvuy �� ��  �� ����������� 	���
�� 

�WWW
D

dxdydzzyxf ),,(  

 ,
),,(
),,()),,(),,,(),,,(( 321

321 dudvdw
wvu

wvuwvuwvuf
J

J
� WWW

_

������  (6.38) 

��� 

wvu

wvu

wvu

wvu

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

J
J

�
J

J

333

222

111

321

),,(
),,(

���

���

���

���  

– ������� ����������� .�  
;�'
������, ����� '� ������� ���������� �� ����� �������-

���� ��������� �#��� ���������; ����
 ������ �������� � ����-
���� � �������� ����������� ��������������� �� ?��� ������� �� 
�
���. 

§ 6.7. ����,�#����"� ���#�"� ��#�$���" 

G ������
��� �������	�� �� �'
���� ������� ����	���� 
���������, �.�. ��������� �� ������������ 	
����� �� ������-
������ ��������. ������������ ���� ������� ������������� ��-
������� ������ ���������� ������������� ����������� �������-
���, ������������� � § 4.7, ��������
 � ����� ��
���� 
������ 
�������������� ������� � 	
����� �������������� ���������� 
����'�� – '� ���� ����������� �������� �� ���,���#����� �����-
�� ��������������. 
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�� �������� � ������������ �������������� ����������� 
����� ������ ��� ���� ������� ������������� ����������: 

1) �� ������������ 	
����� �� �������������� �������; 
2) �� �������������� 	
����� �� ������������ �������. 
������ ��� 
�������� �'������� ����������� ������������� 

��,� ������� ������������� ���������� ������� ����. 
/�������, ��� ��������� 2G � �  ��'������� ������������, 

���� �
�����
�� ����� r, ������������� ���������� �� �#��� ���-
�� GM �  �� ������ ���������. J�
�� � �����
�������� ����#���, 
��������, ��������� ������������ ��������. &����, ���� ����-
����� ��������� H ���������� � ������������ ��������� G, �� 
� H ����� �������� ������������. ��?���
 ��� ����, ����� ����-
����� ��������� ���� ������������, ���������� � ����������, 
����� �
��������� �����
������� (��
�), �������#��� ������ 
���������. 

����������.  ���	
 ),( �� aT  – ���	���� ��������� 
��	����. $���	�� }{ tD  ����������! �����	� 2 ( )tD t T� ��  
������	�� ������
���, ���: 

1) ��� ������ Tt �  ���'��
 ������� tD  ����� 0; 
2) 

21 tt DD �  ��� 21 tt �  (������ ����	�����	�); 

3) ������ ������������ ��������� ���������� � ��������� tD  
(
������ ������������ 2� ). 


����� 6.3.  &�� �#���� 0�t  '������ ��
� tC  ������������ 

.222 tyx )  =�������� }{ tC  �������� ���
������, ��� ��� 
���-
��� 1), 2) � 3) �������#��� ��������� ����'��. 


����� 6.4.  &�� �#���� 0�t  ������������� ,txt ))
  
tyt ))
  '������ ������� tK . �
��� G – ��������� ������������ 

���������. =������� ����������#, �������� 0�r  �����, ��� 
.rCG �  /� � ?��� ��
��� .rKG �  =������������, ��������� ����-

����� }{ tK  ����� �������� ���
������. 

����������.  ���	
 2G � �  – ����������� �����	��, 
),( yxf  – �������, ��	�������� �� ������� ��������	�� � G 
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���� ,DG Q  �� D – ���������� �����	�� � ������� ������ 
���'���. *��� ��� ������ �����	����� ����	�� }{ tD  ���� 

 WW
Q

��
tDG

t
dxdyyxf ),(lim  (6.39) 

��'�	��	 � � ������	 �	 ������ ����	�� },{ tD  	� ������ 

���� ��������	��  WW
G

dxdyyxf ),(  � ������	�� 	��������		�� 

����	�� 
	��"����� �	 f �� G. 
<���� ����'��, ������������� �������� �������� �������� 

������������ ��������� �, ��� � ������ ������, ����� ���� ���-
��� �  ��� �
 , ��� �� ���� ������. G ��������� ��
��� ����-
���, ��� ������������� �������� �!���	��. K��� �� ����������-
��� �������� �� �������� ������, �� �������, ��� �� ���!���	��. 
/������������ �������� ���!���	�� � � ��� ��
����, �����, ��-
������ �� ��������
������ ),( yxf  �� �#��� �������� ����� G, 
������ (6.39) �� �
�����
�� ��� ������-���� ���
������� �������-
��  }{ tD  ��� �
�����
��, �� '������ ��  }{ tD . 

:������ 6.7.  ���	
 2G � �  – ����������� �����	��, 
),( yxf  – ��	����	�
��� �������, ��	�������� �� ������� 

��������	�� � G ���� ,DG Q  �� D – ���������� �����	�� 
� ������� ������ ���'���. ����� ��� ������ �����	����� ���-
�	�� }{ tD  ��� 

 .),(lim),( WWWW
Q

��
�

tDG
t

G

dxdyyxfdxdyyxf  (6.40) 

& � � � ' � � � � � � � � �. =������� ����������# �������������� ��-
������� ���������� ����'���, ��� ������ � ������ ����� (6.40) �
-
�����
�� � �� '������ �� .}{ tD  ;��������� � ?��� ����# 	
����# 

.),()( WW
Q

�
tDG

dxdyyxftI  

��������
 ��� 21 tt �  ����������� ����������� 

,0),()()(
12\

12 ��
 WW
Q tt DDG

dxdyyxftItI  
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)(tI  – ��
����#��� 	
����� �, �������������, ������ 

 WW
Q

����
�

tDG
tt

dxdyyxftI ),(lim)(lim  (6.41) 

�
�����
�� ��� �#���� ���
������� ��������� .}{ tD  
;��������� ��
��� ���
������ ��������� .}~{ tD  <�� ��� tD~  – 

������������ ���������, �� ��� ���� �������� ��������� tD~  �' 

��������� },{ tD  ����� ��� .~
~tt DD �  B' ����������������� ),( yxf  

�������� ����������� 

 .),(),(
~

~ WWWW
QQ

)
tt DGDG

dxdyyxfdxdyyxf  (6.42) 

�������� � ������
 � (6.42), ���
��� 

 .),(lim),(lim
~

~ WWWW
Q

��
Q

��
)

tt DG
t

DG
t

dxdyyxfdxdyyxf  (6.43) 

!���� ������ }~{ tD  � }{ tD , �' (6.43) ���
���� �������� ����-
�������. <���� ����'��, ������ ������ ����� (6.40) �� '������ 
�� },{ tD  ��� � '����,��� ����'���������. 


����� 6.5.  /���� ������������� �������� 

.
)1)(1(||

22WW
) xy yx

dxdy  

; � , � � � � .  �
��� }{ tK  – ��������� ��������� �' ������� 6.4. 
/���
��� ������, ��� ����������� ������� �������������� � ����-
����� tK  '������� ������������� .|| txy ))  B���� 

�


�


�
 W WWWWW



��

))
��

)

t x

x
t

txy
t

xy yx
dydx

yx
dxdy

yx
dxdy

0
22

||
22

||
22 )1)(1(

lim
)1)(1(

lim
)1)(1(

 

.
4

arctglim
)1(

arctg2lim
)1(

arctglim
2

0
2

0
2

0
2

�
��
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�

����

�


�
�� WW t
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t

t

t xy
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xdx
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:������ 6.8. ���	
 G – ����������� �����	��; ),( yxf  
� ),( yxh  – �������, 	���, �	� � � � �yxhyxf ,,0 ))  �� G. �����-
�����, �	�  ),( yxf  � ),( yxh  ��	������� �� ������� ������-
��	�� � G ���� DG Q , �� D – ���������� �����	�� � ���-
���� ������ ���'���. �����: 

1) �!������	
 � �WW
G

dxdyyxh ,  ���	 �!������	
 � �, ;
G

f x y dxdyWW  

2) ���!������	
 � �WW
G

dxdyyxf ,  ���	 ���!������	
 � � .,WW
G

dxdyyxh  

& � � � ' � � � � � � � � � .  ��������
 f � h – ��������������� 	
��-
���, ��������� 

� �WW�
G

f dxdyyxfI ,  � � �WW�
G

h dxdyyxhI ,  

����� ��������������� ������ ��� .�  =������������, �������-
����� hf II ,  ����������� ��������
 ?��� ���������� .�  

�
��� * +tD  – �����-���� ���
������ ���������. ;��������� 
	
����� 

� � � �WW
Q

�
tDG

f dxdyyxftI ,  � � � � � .,WW
Q

�
tDG

h dxdyyxhtI  

B���� � � � � hhff ItIItI �� ,  ��� .��t  J���� ����, ��� �#��-
�� t ����������� ����������� � � � �.tItI hf )  �������� � ?��� ����-
������� � ������
 ��� ,��t  ���
��� .hf II )  ���#�� �������-
����� ������#� ��� 
���������� �������. 

:������ 6.9.  ���	
 2G � �  – ����������� �����	��, 
� �yxf ,  – �������, ��������� �� G � ��	�������� �� ������� 

��������	�� � G ���� ,DG Q  �� D – ���������� �����	�� 
� ������� ������ ���'���. ����� �� �!������	� ��	����� 

� �WW
G

dxdyyxf |,|  ��	��	 �!������	
 ��	����� � � .,WW
G

dxdyyxf  
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& � � � ' � � � � � � � � � .  ��������� 	
�����  

2
|| fff 

�  � .
2
|| fff 


�
  

�� ������� 6.3 	
����� � � |,| yxf  ��������
��� �� ��� �� ������-
������ ��������, ��� � � �yxf , . G��������� (6.6), (6.7) �� �� ����� 

����� ��� f  � .
f  ��������
 ||0 ff ))   � |,|0 ff )) 
  �� �����-
�� 6.8 �������� ��������� 

WW 

G

dxdyf  � .WW 


G

dxdyf  

/� ����� �������� � �������� �� 	
����� .
 
� fff  

+��������.  K��� ���������� �������������� ��������� 
� �WW

G

dxdyyxf ,  
�������������� ��� ��������� ���������� �����-

���� � � ,|,|WW
G

dxdyyxf  �� �������, ��� �������� � �WW
G

dxdyyxf ,  �!�-

��	�� ������	��. ��� ?��� � ������� �� ������ �������������� 
��������� �� 	
����� ����� ���������� ������ ������� �� ��'��-
����, ��������
 ����� ����'���, ��� ���������� �������������� 
�������� ��������� ?����������� ��� �����#���� ����������. 


����� 6.6.  ������� ���������� �������������� ��������� 

 � �� � .
11
coscos

||
22WW

) xy

dxdy
yx
yx  (6.44) 

&������������, 	
����� 

� �� �22 11
coscos

yx
yx


 

���������� �, �������������, ��������
��� �� �#���
 ���������-
���
 ��������
 � �������� �
����� �������. = 
����� �������-
��� ��������� 
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� �� �WW
) xy yx

dxdy

||
22 11

 (������ 6.5) 

�' ���������� 

� �� � � �� �2222 11
1

11
coscos0

yxyx
yx


)


)  

�� ������� 6.8 ���
���� ���������� ��������� 

� �� � .
11

|coscos|

||
22WW

) xy

dxdy
yx
yx  

���#�� �� ������� 6.9 �������� ���������� ��������� (6.44). 
&�� ���������� ������������� ����������, ��� �� ��� � ��� 

�����������, �������#��� ��� �������� ������: 
1) �������� �������� ��������� � ���������
 ��������
; 
2) '����� ����������. 
��� ?��� ���#��� ��� ��'������ �
�� ���������� ������ 

�������. ������ �
�� – �������� �������� ��������� � ��������-
�
 ��� '����� ���������� � ����������� ��������� � ������
#-
��� ���������� ��������� �� ���,���#����� ������� �������-
�������; �� �����
 �
�� �� ��,�� � ������� 6.5. G�����, ����� 
�������� �
�� – ���������� ������������� �������� 	���
� 
(6.17), (6.34). /������������ �������� (6.17), �������� 	���
�� 

� � � �
2

, , ,f x y dxdy f x y dy dx
� �


� 
�

� .
� � -

� ,
WW W W
�

 

'����������� ������ ��' ��
������� 	��
���� ������ � ���� 

 � � � �
2

, , .f x y dxdy dx f x y dy
� �


� 
�

�WW W W
�

 (6.45) 

;�������� (6.45) ����������� ��� 
������ �����#���� �����-
����� ���������� ��������� � ������ �����: 

 � � .|,| ��W W
�

�


�

�


dyyxfdx  (6.46) 
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!� �� �
��� ����'����� (6.45), ������, '������, ��� �������-
������� 
������ (6.46) ���'��� � ���, ��� ���������� ����������-
���� ������������ ��������� � ������� �� �������� �� �'������ 
��� �����#���� ����������. 

�� �� �������� 	���
�� '����� ���������� � ������������� 
������� ���������, �� ?�� 	���
�� �� ���
 ��������� � 	���
��� 
(6.34). ������� ������ � ���, ��� ������� �������������� �� ����-
������. 


����� 6.7.  /���� ������������� �������� 

� �2
3 ,

1
dxdy
x y


 WW

�
 

���, ��� ������, 2
�  '������� ������������� 0, 0.x y� �  

; � , � � � � .  !� �� ����� ��������������� ��������� (6.45), 
��������
 ������� �������������� ������� �� 2.�  <�� �� ����� 
����� �������'������� ����������� ������� – ���,����� ��-
����� �������������� �� 2 ,�  ������� �������������
# 	
����# 
������ 0 ��� �������� ������� ��������������. G ��'
������ ��-
�
��� 

� � � � � �2
3 3 2

0 0 0 0

1
1 1 2 1

y

y

dxdy dydx dx
x y x y x y



��
� � �

�

' $
� � 
 �% "% "     & #

WW W W W
�

 

� � � �
.

2
1

12
1

12 00
2 �"

#
$

%
&
'



�


�

��

W xx
dx  


����� 6.8.  /���� ������������� �������� 

 � �

2

cos .x ye x dxdy



 WW
�

 (6.47) 

; � , � � � � .  &����� �������� ����� �������� � ���������
 

� � � �

2 0 0 0 0

cos cos cos .x y x y x ye y dxdy dx e ydy e dx e ydy


� � � �

  
  
 
� � �WW W W W W

�
 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 433

G������� �������������� �������������� ��������� 

� � ,cossin
2
1cos, CyyeydyeCedxe yyxx 
�
� 



 WW  

������ ������������� �������� (6.47) 

� � .
2
1cossin

2
1|)(cos

0
0

00

�"
#
$

%
&
' 
�
�

�

�


�



�

 WW yyeeydyedxe yxyx  

��������
 ��������������� 	
����� '��������������, ��,�-
��� �
��� ��������, ���� �� ��������� 
������ (6.46) �����#���� 
���������� ���������� ���������: 

� � � � .1|cos|
000000

����) WWWWWW
�



�



�



��



�

dyedxedyedxdyyedx yxyxyx  


����� 6.9.  /���� ������������� �������� 

� �� � � �� �2
2 2 .

1 1
dxdy

x y x y   
WW
�

 

; � , � � � � .  �������� � ����� ���������� ., yxvyxu 
��  
<�� ��� 

,
2

,
2

vuyvux 

�


�  

�� ������� 

.
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1


�



�

J
J

J
J

J
J

J
J

v
y

u
y

v
x

u
x

 

J���� ����, ��� �������� � ����� ���������� ������� �����-
��������� �������� �������, ��?���
 

� �� � � �� � � �� �2 2
2 2 2 2

1
2 1 11 1

dxdy dudv
u vx y x y

� �
    
WW WW

� �
 

� � � � 2112
1 2

22
�

�


� WW
�

�


�

�
 v
dv

u
du . 
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L����,�� ����
 � ������� ����������, �������� �������� 

,2
2

W
�

�




dxe

x
 

���#��� ���������� � ��'������ ��'����� ����������: 

2 2 2 2 2
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����� 7  

�	@@�)��E	��F�P� G)�����	R 

§ 7.1. �,-�� ���&#�& � ������" 

;�'������ ������� ����������, ��������'�����, ?�������� 
�������� � ������������� ��,���� 
��������, ���������� � ��-
������ ���'������� �������
# 	
����# y(x) � �� ����'������ �� 
���������� ������� n. = ����� �' �������� ������� ����� 
�����-
���, 
��������� ���� y' = f(x), �� 
�� ����������� � ������������ 
����������. K�� ��,����� �������� �������������� �������� 
�� f(x). �������� ��
��� ������� ����� 
��������: 

y' + 2y = x2;  y''' + y' = 0;  y'' = xy. 

����������. {������, ��������' ���������� ��-
����� ! � �����	��� ������� y(x) �  ������������ �� ���-
	����� ������� n ������	�
��, ������	�� �
�����	�
���	�� 
����	�	
�� n-"� ������. 

<���� ����'��, ����������� ��,� 
�������� ����#��� �����-
���� ��		������������ 
�������� �������������� �������, 
�������� � ������� ��������. 

@#��� ��		������������ 
�������� ����� ���� '������� � 
���� 

 F(x, y, y',…, y(n)) = 0, (7.1) 

��� F 
 ��������� '������� 	
�����, x 
 ��'�������� ����������, 
y(x) 
 ������� 	
�����, � y'(x),…, y(n)(x) 
 �� ����'������. 

����������. *�!�	
�� ����������
���� �������� (7.1) 
������	�� ������� y(x), ���'�� ���������� �� n-�� ������� 
������	�
��, � 	����, �	�  ����	������ � ������� (7.1) ��-
��'�	 �� � 	����	��. 
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<��, ��������, ��,����� 
�������� y' = 2y �������� 	
����� 
y = e2x. @���� ������, ��� ��,����� ?���� 
�������� �
��� ����� 
�#��� 	
����� ���� 

 y(x) = Ce2x, (7.2) 

��� $ 
 ����'������� ����������. G �������,�� �� �������, ��� 
	���
��� (7.2) ��������#��� ��� ��,���� ������� 
��������, ���, 
��� �������, '������� ��' �)�� 
��������. �������, ��� � 
��,�� ��
��� ����� ��,���� '������ �� ����'������� ���������� 
$. �������� �� ������������ �������� '�������, �� �
��� ���
-
���� ���������� ��,����, ���, ��� ������� ��������, ���	�� �-
)���. 

;��������� � �������� ��� ������ ������� 
�������� 

 y'' = x. (7.3) 

B���� 

Cxy �(
2

2
 

� ����� 

 ,
6 21

3
CxCxy �  (7.4) 

��� C1, C2 
 ����������. ��������, ��� ��� �#��� '�������� $1 � 
$2 ���
������ 	
����� y �
��� ��,����� 
�������� (7.3), �.�. 
	���
�� (7.4) '����� ����� ��,���� 
�������� (7.3). ���, ��� ���-
��, '������ �� ��
� ����'������� ���������� $1 � $2. �������� 
�� ���������� '�������, �� ���
���� ������� ��,����. 

G �������,�� ������� ������ � �������� ��,���� �
�
� 
���-
����. ������ ��� ������ ������������� �� ����� �������� 
�� 
������, ������ �' ������������� ��,� ��������: 

1) ��		������������ 
�������� ����� ���������� ����� ��-
,����; 

2) ����� ��,���� ��		������������� 
�������� '������ �� 
����'������� ����������, ����� ������� ����� ������
 ��		�-
������������ 
��������; 
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3) ������� ��,���� ���
��#��� �' ������ �
��� �������� 
���������� '������� 
��'����� ����������. 

������� �����, ��� ������� ���������� ��,���� ��		����-
��������� 
�������� ������� ��'����� ��	���������� ?���� 

��������, � ���	�� ��,���� 
 ��	����
��� ������ ������� 

��������. 

§ 7.2. ��������������"� ��������& �����$� ���&�� 

1. ����� ��� ��		������������� 
�������� ������� ������� 
���� 

F(x, y, y') = 0. 

K��� ?�� 
�������� ����� ��'��,��� ������������ y', �.�. '������� 
� ���� 

 y' = f(x, y), (7.5) 

�� �������, ��� 
�������� '������� � ������
��� ���� (��� � 
���� 6�)�). 

+��������  1. D�������� (7.5) �������� ������� ��
���� 

�������� ���� 

 N(x, y)dx + M(x, y)dy = 0, (7.6) 

��'�������� �������� � �����������!. D�������� (7.5) � (7.6) 
����������� (�.�. ���#� ���������� ��,����) � �������, ��� ��-
������� 
������ M(x,y) � 0. D�������� (7.6) ����� ��'���#� ���-
�	������ ������ '����� ��		������������� 
�������� ������� 
�������. A�� ��'����� ��
�������� ���, ��� � ?��� 
�������� �� 
���'������ ����� ����'��, ����� �' ���������� �������� ������� 
	
������. ��?���
 � '���������� �� ���
���� � �������� ������� 
����� ���� ������� �#��� �' ����������. 

2. ;��������� ���	������� 	���	���� ���������� ��,�-
��� 
�������� (7.5). G�'���� �������
# ����
 (x0, y0) �' ������� 
����������� D 	
����� f(x, y). �
��� y = � (!) 
 ������������ ���-
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���, ���������� ����' ?�
 ����
 (�.�. y0 = �(x0)). B' 
�������� (7.5) 
��������, ��� 

�'(x0) = f(x0, y0).�

<���� ����'��, 
������ ��?		������ ����������� � ������������ 
������, ���������� ����' ����
 (x0, y0), ����� (��� ! = x0) ����
 
f(x0, y0). 

�������� ������ ��� ������ ����� (x0, y0) �' ������� ������-
����� D ����
#, ��������
# ����' ?�
 ����
 � ���#�
# 
������ 
��?		������, ������ f(x0, y0). G ?��� ��
��� ������� ��������, ��� 
?�� ������ ���������� ��������� � ����� (x0, y0), � �� �������-
�� D '����� ��� ����������. <���� ����'��, � �������������� 
����� '����� ��,��� 
�������� (7.5) �'������ ����� ����
#, ����-
������� � ������� � ������ ����� ��������� � ������������ ���� � 
?��� �����. 


����� 7.1. ;��������� ��		������������ 
�������� 

x
yy �( . 

������ ����� 
�������� ���������� �� ��������� D, ������-
��� �' ����� (x, y), ��� x � 0. =������������, ���� ����������� ��� 
������� 
�������� ����� ��������� �� ���� ���������, ����� 
��� Oy. G ������ ����� (x, y) 
������ ��?		������ y' ����������� 
��������� � 
������ ��?		�������� ������, ���������� ����' 
����
# ����
 � ������ ���������. G���� ?��� ������ 
������ ��-

?		������ ���������, �.�. const.�� C
x
y  ���#�� ����
��, ��� ����-

��������� ������� ?���� 
�������� ����#��� ������ y = Cx, 
��� $ 
 ����'������� ����������. /� ���. 7.1 �'�������� ���� ��-
��������� ������� 
��������. 

L������ �����, ��� ��,���� ?���� 
�������� 
����������#� 
(��� y � 0) 
�����# 

,1�
(
y
xy  
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�'����#���
, ��� ?�� ������, � ������ ���, ���#� ?�����������, 
����
# 1. 

 
)��. 7.1 

3. J�� �� 
�� �������� ��,�, ��		������������ 
�������� 
����� ���������� ����� ��,����. ���� �' ?���� ��������� ��-
������ �����-�� ���������� ��,����, ���������� 
��'��� �����-
��������� 
������; ���� ����� ��� '������� � ���� ����������  

������ 

 y(x0) = y0. (7.7) 

L����� � ���������� ��,���� ��		������������� 
�������� 
(7.5), 
����������#��� ���������
 
�����# (7.7), ��'������� ��-
���� 6�)�. 

G ����� ��
��� '����� J�,� ����� ����� ������������ ��,�-
���, ���������� ����� ��,���� ���� ������ �� ����� ��,����. 
D������, ��� ������� ��,���� '����� J�,� �
�����
�� � ������-
�����, 	���
���
#��� � ����
#��� ������� J�,�. 

:������ 7.1 (� ����������	

 
 ��
	����		���
 ��!�	
� 
�����
 +�!
). *��� � ���	���� ����	���	� 	���� (x0, y0) ����-
��� f(x, y) �������, �������� � ��	 ��������� ���	��� 
����������� fy', 	� ��'�	��	 	���� ����	���	
 	���� (x0, y0), 
� ��	���� ������ 6�)� (7.5), (7.7) ��	 �)��, ���	�� ���-
�	����. 

A�
 ������
 �� ������ ��' ����'���������. 
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/� ��������� ������� J�,� �� ����� ������ 
������� ����-
��� ������ � �������� ��,����. 

����������. *��� ������ 6�)� (7.5), (7.7) ��	 ����	-
���� �)��, 	� �	� �)�� ������	�� ����	�� ��!�	
�� 
�������� (7.5). 

!�������� ���� ������� ��,���� ��'������� ��'�� �)��� 
��		������������� 
��������. 

�������, ��� � ��������� ��
���� ������� ��,���� ��		�-
������������ 
�������� �������� �� � �����
 ��������# 
y = �(x, C) ��� ������ ��,����, � � ���������
 ������,���# ���� 

 /(x, y, C) = 0, (7.8) 

��������#���
 ��,���� y ��� �����
# 	
����#. A�� ������,�-
��� ��'������� ��'�� ��	������ ��		������������� 
��������. 
B' ������,���� (7.8) ��� ������ ������ ���������� C ����� 
���� ���
���� 
�������� �#��� ������������ ������, �.�. ����� 
���� ���
���� � ������� ���� �#��� ������� ��,����. 

������� ���������� ��,���� ��		������������� 
�������� 
��'���#� ��	���������� ?���� 
��������; ������ ��� ?��� ��-
����#� ��������� ������ ��,���� ��� ������ ���������. 

+��������  2. G ������ ��		������������ 
�������� ��� 
���������� ���� W dxxf )(  ������� �������� �� ��������� ���� 

���������'��� 	
����� ),(xf  � ���
#-���� ���
 	����������
# 

���������'�
#. =��� ��������� W dxxf )(  ����� ��'���#� ����-

��	���� 	
����� f (x), � ��,��� ��		������������ 
�������� 
� ������	���! �'������ ����'��� ��� ����� ��,���� (��� ����� 
��������) � ���� ��������� ����� �������
� �� ?����������� 
	
����� ��� �� ���������'���. 

4. G�,� ���� ���� �	���
�������� ������� 7.1 � �
��������-
��� � �������������� ��,���� '����� J�,� ��� 
�������� 
y' = f (x, y). D�������, ��������
#��� ��� �
����������� ��,����, 
��� � ��� ��������������, �������� ��		�������
������ 	
����� 
f (x, y). G ��������� ������ ?�� 
������ ����� ���
,�����; ����' 
����� ����� ����� �� ��������� �� ����� ������������ ������ 
��� ��������� ��������� ������������ ������. 
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<����, ����' ������� �� �������� �� ���� ������������ ������ 
��� �������� ����� ����� ������������ ������, ��'���#��� ���-
���� 	������ ������� ��		������������� 
��������.  

!���� ��
������, ��� ��������� ������������ ������ 
�����-
��� ������� ������ �' ������ �����. <���� ������ ��'������� ���-
��� �)��� 
��������. 

/�������, ��� 
�������� 

3 23 yy �(  

	
����� f (x, y) = 3y2/3 ���������� � ���������� �� ���� 

��������� Oxy. K� ������� ����'������ 
3

2
y

f y �(  �
�����
�� � ��-

�������� �� ���� ������, ��� y � 0, �.�. �� ���� ������, �� ������-
������� ��� Ox. <���� ����'��, ����' �#�
# ����
, �� �����
# 
�� ��� Ox, �������� ������������ ������������ ������ 
��������. 
���� ��������, ��� ������� ���� � ������� ��� Ox, ����������-
�
�� ������ 
��������. B����  

,
33 2

dx
y

dy
�  

���
�� ����
�� 

y1/3 + C = x, 
��� 

y = (x 
 C)3. 

B���, ����� ��,���� ������������ ����� ��������� �
����-
���� �������. ������ ������� ��� ���� ��,���� y(x) = 0. =������-
������, ����' �#�
# ����
 ($, 0) ��� Ox �������� �� ������� ���� 
��� ������������ ������: ��� Ox � �������� y = (x 
 C)3. A�� ����-
'�����, ��� ����� ��� Ox ����#��� ������� ������� 
�������� 

,33 2yy �(  � 	
����� y(x) = 0 – ������ ��,�����. 
/���
��� 
���������, ��� ����' �#�
# ����
 ���� ($, 0) ���-

����� � ���������������� ������������ ��������� ������������ 
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������. @#�
# �' ��� ����� ��������� �' ���� �
����: "������" 
�������� �������� y = (x 
 C1)

3, ��� $1 – �����, ����,�� ��� ���-
��� $; ����'�� C1C2 ��� Ox, ��� $2 > C1, � "�������" �������� ��-
������ y = (x 
 C2)

3 (���. 7.2). 

x O 

y 

C1 C2 C

 

)��. 7.2 

B' ?���� ������� ����� ������, �����
 � 	���
������� ���-
���� J�,� �� ���� ���
����� �������� � �
����������� � 
�������������� ��,���� ��,� � ��������� ����������� ��������� 
����� (x0, y0), � �� �� ���� ������� �
����������� 	
����� f (x, y). 

 y 

O x 

D
(x0, y0) 

 

)��. 7.3 

G ����� ����, �
��� ����� (x0, y0) �� �������� ������ ��� 
���-

����� ,33 2yy �(  �.�. y � 0. K��� �'��� ����� ���
# ����������� D 
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����� (x0, y0), ����� ��� �� ���������� ��� Ox, �� ��
��� ����� ��-
��������� ����' ����
 (x0, y0) �
��� ��������� ������������ �
��-
������ �������� ���� y = (x 
 C)3. ������ ���� �'��� ���������� 
����,
# ����������� (��������, ��# ��������� Oxy), �� ��������, 
��� ��
��� ����� ����������� ����' ����
 (x0, y0) �������� ������-
������ ��������� ������������ ������. @#�
# �' ��� ����� ��-
������� 
��'����� ��,� �������� �' ���� �
����, ���� �' ������� 
�������� ����' ����
 (x0, y0) (���. 7.3). 

§ 7.3. G�������& � �����&>-����& ��������"��. 
��#�����"� ��������& 

1. ����� �' �������� �������, �� ������ ������ (� ����� '��-
��� ����������) ����� ��		������������ 
�������� ����#��� 
�������� � �������'����� ��������. A�� ��		���������-
��� 
�������� ���� 

 y' = f (x)g(y), (7.9) 

��� f (x) � g(y) – ����������� 	
�����. 
L���,�� 
�������� (7.9) � 	���� 

).()( ygxf
dx
dy

�  

&�� ��������� ��,���� ?���� 
�������� ����������, ��� ����-
���, ������	
 � ��� ������, �.�. ���������� 
�������� ���-
�
#��� ����'��: 

dxxf
yg

dy )(
)(

�  

� �������������, ��� � ��������������� ������� g(y) � 0. <����� 
����� ����� 
�������� �������� ������ ��������
# y, � ������ – 
������ !. B�������
� ��� ����� ?���� 
��������, ���
��� 

.)(
)(

Cdxxf
yg

dy
�W W  

<���� ����'��, ������ ����� �������� 
�������� (7.9). 
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����� 7.2. /���� 	
����#, ���#�
# ��������
# ?������-
�����, ����
# k. 

; � , � � � � . �� 
�����# '����� ����� 

   ,k
y
xy

�
(

 

.k
y
x

dx
dy

��  

���#�� ��� ������������ ������������� x � 0 ���
��� 

.k
x

dx
y

dy
��  

B�������
� ��� ����� ���
������� ���������, ������� 

ln|y| = kln|x| + lnC, 

���
�� ����
��, ��� 

y = C�xk. 

+�������� 1.  ���������� 
�������� (7.9) �������� 
�����-
��� � ��		���������� ���� 

,0)()()()( 2211 � dyygxfdxygxf  

��� f1(x), f2(x), g1(y) � g2(y) – ����������� 	
�����. K�� ����� ��-
'���#� �������� � �������'����� ��������, � � ���
 ���-
�����# �������� ����� ��������������, ��������� ��,� ��� 

�������� (7.9). 

2. ����� �' ������ ������� ��
���� ��		������������ 
���-
����� � ��'����#������ ����������� ����#��� ��� ��'������� 
��	������ ��������. A�� 
�������� ���� 

 ).( ygy �(  (7.10) 
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<���� 
�������� ����� �������#��� � ��'������ �������� ?��-
���������� ��������. ������ � �������� ��'�������� �������-
��� ��������������� �����; ��� ���
������ � ������ ����� 
�����-
��� (7.10) ����� ���������� ��� ���'�������� '������, �� ������� 
��'�������� ?������������ ������� � ��������������� ������
-
��� �������. 

+�������� 2 . K��� y* 
 ������ 
�������� g(y) = 0, �� y = y* 
(y – const) �������� ��,����� 
�������� (7.10). <���� ��,���� ��-
'������� �	����������. 

������� ��� ���� ���������� ��������, ������� ������#� 
��,���� ����������� 
��������. 

:������ 7.2. *��� y = � (x) – �)�� ��	�������� ����-
������
���� ��������, 	� y = � (x + $) 	��� ����	�� �)��-
� �	��� ��������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� y = � (x) 
 ��,���� 
�������� 
(7.10), �.�. 

�'(x) = g(�(x)). 

A�� ��������� ����������� ��� �#���� x �' ������� �����������, 
��?���
 �� ����� '������� � ��� x �� x + $, � ��'
������ ���
-
��� 

 �'(x + C) = g(�(x + C)). (7.11) 

������� ).( $xy � �  �������� �� �������� ��������� (7.11) 
� ������� ��		������������� ������� 	
�����, ������� 

).(1))(()()( yg$xg$x$xy ���(�(�( ��  

A�� ������� � ���, ��� 	
����� )( $xy � �  ����� �������� ��,�-
����. <������ ����'���. 

+�������� 3. C������������� ��������� ������ ������� '�-
��#������ � ���, ��� ��� ������������ �������� ����� ��� Ox ��-
���������� ������ ����������� 
�������� ��������� ��
� � ��
��. 
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+�������� 4. K��� g(y) � 0, �� ����� ��,���� ����������� 

�������� '������� 	���
��� y= � (x + C), ��� � (x) 
 ����'������� 
������� ��,����. 

3. J ���������� 
��������� ���������� ��		������������ 

�������� ���� 

 � �,plxkyfy �(  (7.12) 

��� k,l,p – ��������� ����������. K���������� ������������, ��� k 
� l ������� �� �
��. <����, �������� ����������
 z=ky+lx, ���
-
����, ��� .lykz (�(  =������������, 
�������� (7.12) ����������� 

�������# � � ,lpzkfz �(  �������, � ���# �������, ��������� 
� (7.10), ���� �������� � � .)( lpzkfzg �  /���
��� ������, ��� � 
������
 ��'
�����
 ����� ����� ���� ������, �������� '����
 
z = ky + lx + p. 

:���������� ����'�� � ���������� 
��������� ���������� � 

�������� ���� 

 "
#
$

%
&
'




�(
qnxmy
plxkyfy , (7.13) 

��� k, l, p, m, n, q – ��������� �������������� �����, 
��������-
��#��� 
�������: kn – lm = 0, k � 0, l � 0. B' ?��� 
������ ������-
��, ��� 

.a
l
n

k
m

��  

��?���
 ����� '����� z = ky + lx 
�������� (7.13) �������'
-
���� � ���
 

,l
qaz
pzkfz "

#
$

%
&
'




�(  

�� ���� � 
�������# ���� (7.10). 


����� 7.3. ;��������� ��		������������ 
�������� 

� �.622cos �( xyy  
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; � , � � � � . &���� '����
 z = 2y + 2x + 6, ������� .22 (�( yz  
=������������,  

,2cos2 �( zz  

��� 

 
2

cos4 2 zz �( . (7.14) 

!� ���
���� ���������� ��		������������ 
��������. G�'-
����� ��� ��
���. 

1) 0
2

cos �
z . <����, ��'����� � (7.14) ����������, ���
���� 

.2

2
cos2 2

dxz
dz

�  

B�������
� ?�� 
��������, ������� 

,2
2

tg Cxz
�  

���
�� 

 2arctg(2 ) 2 .z x C k��    (7.15) 

2) .0
2

cos �
z  A��� ��
��� ���� ��� ������������ ��,���� 


�������� (7.14) 
 z = (2k + 1)�,   .k �
  (7.16) 

<�����, ��'�������� � (7.15) � (7.16) � ���������� ,32 

� xzy  
���
���� ��� ��,���� ��������� 
�������� 

y= arctg (2x+C) + }k – x – 3, 

,3
2



� xky ��  .k �
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����� 7.4. ;�,��� ��		������������ 
�������� 

.1
122

2

"
#
$

%
&
'






�(
xy
xyy  

; � , � � � �. ������� z = y – x, ����� .1
(�( yz  =������������, 

.
12

2

"
#
$

%
&
'


�(

z
zz  

��������, ��� z = 0 �������� ��,����� ?���� 
��������. K��� 
�� z � 0, ��, ��'����� ����������, �������� � 
�������# 

.12
2

dxdz
z

�"
#
$

%
&
'   

B�������
� ���, ������� 

.1||ln44 Cx
z

zz �
  

=����� ������
# '����
, ���
���� ����� �������� ��������� 

�������� 

.5
)(

1||ln44 Cx
xy

xyy �






  

J���� ����, ��
��� z = 0 ���� ��� ���� ��,���� y = x. 

§ 7.4. /�#���#������� ����� C������������ ������� 
� ������"��"� �������� 

;����������� ���� ��������� �������������� ������ �����, 
�� �
��� ������������, ��� � �������� ���
����� ���'������� 
	
����� ������� ����� t. &����� ������, ��'��
#����� �� ��	-
	������������ 
���������, ��'���#��� �������� ����� � �����-
������ ��������. �������, ��� �
�����
#� ����� ���������� 
������� ?��� �������, ��� �
�
� ����������� ����. 
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1. /���� ��#��#�����$� ���#� (���# ��� ���#�&���� #����) 

�
��� y(t) – ������������� (�.�. �������� ���
��� �� ������
 
�������) ���
��� ����
���� ���������� �����������. "
��� 
������������, ��� ����� ����� ������� � �����'����	� �����-
������, �.�. ��� ���� ���
������ ������������ ����� �
��� ���-
���, � ����� ��� ��F�� ������ �� �������� ����� �������, ����� 
�
��������� �������� �� ���
 ������ p, �����
# ����
 ?���� �� 
�
��� ������� 	������������1. 

&�� 
��������� ������������� ���
��� y(t) ����������, ����� 
���	� ����	���� I(t) (�. �. ��'����� ����
 ����� ��F���� ��-
�������� � ������'��������� '��������) ���� ����,� �
��. 

G ��
��� I(t) = 0 ����� ���������� ������ ��,� �������#� '�-
����� �� ������'���#, � 
������ ���
��� ����
���� �������� ��-
�'������. 

=�
��� I < 0 �������� � 
����,���# �������� 	����� �, ��� 
���������, � 
����,���# 
����� ���
��� ����
����. 

<���� ����'��, �� �����, ��� �������� 
��������� ��������-
����� ���
��� ����
���� �������� ��'�����#��� 	
������ �� I. 

�
��� ?�� '���������� ���������� ������ ���������������-
���#, �.�. ����� ����� ��� ��'������� ������� ���������: 

 const),(   ��( mIym  (7.17) 

��� m – ����� ���������. �
��� / – ����� ���	�! ����	����, 
�.�. ����� ������ py, ������� �������� �� ������ ����������, ����� 

I = /py. 

���������� ��������� ��� I � (7.17), ���
���� 

,y
m
py /

�(  

��� 

 y' = ky, (7.18) 

��� k = /p/m. 
                                                        
1 &����� ������������� ����������
�� ������ ����
������� 	����, 

������������� � § 2.15. 
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;�'����� ���������� � 
�������� (7.18), ����� 

.kdt
y

dy
�  

���#�� ����� �������������� ����� ������ ������� 

ln|y| = kt + ln|C|, 

���, ��� �� �� �����, 

 y = Cekt. (7.19) 

B����������� ������ 
�������� (7.18) ����� ���, ����'����� 
�� ���. 7.4. 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

-3 -2 -1 1 2 3x  

)��. 7.4 

K��� ,)( 00 yty �  �� �' (7.19) ����
��, ��� ,00
kteyC 
�  �.�. 

 .)(
0

0ttkeyy 
�  (7.20) 

D�������� (7.18) ��'������� �������� �	�	������ ���	�. 
A��� 
��������� �������#��� ����� �������� ����� ��� ��� ��-
�������� ����� ��	�����, �������� �������������� ������� � 
�������� ��'�������� ��������. &���
# ������ ����������'�� 
��������� ��� ������������ ��������� ?����� ��'����� ?������-
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������ ������� � � ������� ������������� ������
��� �������, 
��������
, ��� ?�� ����
�� �' 
�������� (7.20), � �������� �����-
�� y ����� ��������� ��� 
����� ����,�� '�������, ��� �� ����� 
�� ���'����� �� �'������� ���� (� ������ ������ �� �� ��������-
���� ����������). 

2. ��$��#������� ���# 

1. ;��������� ����� ������� ��
��� �� ��������# � �����-

�
��� �
�����. �
��� p = p(y) 
 
����#��� 	
����� ,0"
#
$

%
&
' �

dy
dp  

�.�. � 
���������� ���
��� �
��� ����������� ��������� �����, � 
���� �
��� ������1. ������� ����������� ����
������, ���
��� 

��������: 

 y' = kp(y)�y, (7.21) 

��� k = / /m. D�������� (7.21) ������������ ����� ���������� 
��		������������ 
��������. <�� ��� k > 0, p > 0, y > 0, �� �' 
(7.21) ����
��, ��� y(t) ���� ��'�����#��� 	
����� (y' > 0). B����-
�
�� y(t) �� ���
������. &�		�������
� 
�������� (7.21) �� t, 
�����: 

,1"
#
$

%
&
' �(�"

#
$

%
&
' �(�((

p
y

dy
dppykpy

dy
dpyky  

,
||

11 ""
#

$
%%
&

'

(�((

ye
pyky  

��� 0���
y
p

dp
dyey  
 ?����������� ������2. B' ���������� ������-

,���� ��������, ��� ���� ����� ?�������� (|ey| > 1), �� y'' > 0 � ��-
����������� ���
��� y(t) 
 ���
���� 	
�����, � ���� ����� ��?��-
������ (|ey| < 1), �� y'' < 0 � y(t) 
 ����
��� 	
�����. 

                                                        
1 &����� ������������� �����������, ��������, � ��
��� ���������. 
2 *
����� y(p), �������� � p(y), �������� 	
������ ������ �� ����
�-

��# ������� ����������� (�������), ��. § 2.12. 
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2. ;��������� �������� ������� ��� '���������� ���� �� ��-
�
��� – ��������, �.�. �����������, ��� 

p(y) = b 
 ay (a, b > 0), 

����� 
�������� (7.21) ��������� ��� 

 y' = k(b 
 ay)y. (7.22) 

B' (7.22) ����� ���
����, ��� y' = 0, ���� y = 0, ��� 
a
by � , � 

����� ��� y'' > 0 ��� 
a
by

2
�  � y'' < 0 ��� 

a
by

2
� . C��	�� y(t) �'�-

������ �� ���. 7.5. 

 t  O 

 b/a 

 y 

 b/2a 

 

)��. 7.5 

G ������ ��
��� ����
��� ���
���� � ����� ��������� 
��� y(t). ;�'����� ���������� � 
�������� (7.22), ������� 

,
)(

kdt
ayby

dy
�



  ���  .1 kdt

ayb
a

yb
dy

�"
#
$

%
&
'
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��������������� ?�� ������,����, �����: 

ln|y| 
 ln|b 
 ay| = kbt + lnC, 

kbtCe
ayb

y
�



. 

���#�� ���
���, ��� 

bkt

bkt

Cae
Cbey


�
1

. 

B����������� ������ 
�������� (7.22) ��'������� �����	��-
���� ������. ��� ����� ��������� ��������� ������ ����������-
����� ��	������� (�������), �������
 ?�������, ��'������ 
����� ��������������� 
������, �������� ��'�������� �������� 
� ������������ ����� �������� � ��. 

+�������� 1 . B' ���	��� ������������� ������ �����, ��� 
��� ����� t ������������� ���� ���� � ������������ ������, ��-
���� ��� ����,�� t �������� ����� ��������, ����� ����� '����-

��#��� � ������ �������������� ������������ � ������ 
a
by � . 

A�� ������ �������� ������������ ��,����� 
�������� (7.22) � 
����������
�� ��
��# p(y) = 0. &�� 
�������� (7.22) �
�����
#� 

��,���� � ��� 
a
by � . C��	�� ������ �' ����� ��,���� ����'�� �� 

���. 7.6. /� ��� ��� � ?��� ��
��� ,0)( �yp  �� ��� �� ���#� ?��-
���������� �������������. 

+�������� 2 . B����������� ������ ��		������������� 
���-
����� 

 y' = k(t)(y 
y1 )(y2 
 y), (7.23) 

��� k(t) > 0, y2 > y1 >0, ��'������� ����'���� �����	������  
������. 

D�������� (7.23) ������'
���� ��� �������� ������� ����� � 
�����?��������, � ��������� ����� � 
������� ��	����� ��� ����� 
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� 
����� ���������������� ���������. ��� ?��� ��������� k(t) ��-
��� �������������� ��'����� ���
	������	�� ��������, ��� 
���
	������	�� 	!������������ ��������. �������� ��������, 
����������� ���, ��� ���� ��������� ��,� ��� 
�������� (7.22), 
����
��� ���
���� ��,����: 

y = y1,  y = y2, ,
1 )(

)(
21

tP

tP

Ce
Ceyyy




�  

��� .)()()( 12 W
� dttkyyxP  

0 

0.5

1 
1.5

2 
2.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3
 

)��. 7.6 

3. "���� ������������ �������� ������, � ������� �������� 
����� '������ �� �� ������, � �� �������. �
��� S(y) = /y + < 
 
	
����� �'������, ��� /y – ���������� �'������, � < 
 �������-
��� (/,< – const), ����� 

 y' = k(p(y)�y 
 /y 
 <). (7.24) 

K��� ������ ������������, ��� p(y) = b 
 ay, �� ������ ����� 

�������� (7.24) ������������ ����� ���������� �������� ������-
������ y � ������������� ��?		�������� ����� y2. G ?��� ��
��� 
��'����� ��� ��������. 
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�) D < 0. =������������, y' < 0. B'������ ��������� ������, ��� 
?�� �������� � ����������
 ������# 
����� ����'������� � � 
����� ������ – � ����������
 (���.7.7). 

 

tO 

y 

 
)��. 7.7 

�) D = 0. G ?��� ��
��� y' � 0 � ������� ���� ������������  
������ 

a
byy �� * . 

��� ?��� ������������ ������, 
����������#��� ���������
 

�����# y(t0) = y0 > y* (����� aby /0 � ), �
�
� �������������� 
������������ � y* �� +�, � 
����������#��� 
�����# y(t0) < y*, 
�
�
� �������������� ������������ � y* �� 
� (���. 7.8). 

 

t 

y 

y* 

 

)��. 7.8 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 456

�) D > 0. G ?��� ��
��� �
�����
#� ��� ������������ ��,�-
���: y = y1, y = y2.(0 < y1 < y2 < ab / ). ��� ?��� y' > 0 ��� y1 < y < y2 
� y' < 0 ��� y < y1 ��� y > y2 (���. 7.9). 

 t 

 y 

O  

)��. 7.9 

���������� �������# �������������� ���������������� 
���-
����� (7.24) (� ������������� p(y) = b 
 ay) � ���
���� ����� ��-
������� ��� y. 

3. ��������������& ����� ���#�  

�
��� Y = F(K, L) 
 ������������ �����, ��� K – ��F�� ����-
������������ (	�����), L 
 �������� '����� ��
��, F(K, L) 
 ��-
�����-���������� ����'����������� 	
�����  

F(tK, tL) = tF(K, L).  

���'����� ����' f(k) ����'������������� ��
��: 

),1,(1,),()( kF
L
KF

L
LKFkf �"

#
$

%
&
'��  

��� k = K/L 
 ���������������	
. ����'����������� 	
����� 
��'������� �������������, ���� 

.0)(,0)( �((�( kfkf  
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"
��� ������������, ���: 
1) ���������� ������������ ������� ��
����� ���
����, �.�. 

 L' = /L (/ = const); (7.25) 

2) ���������� ���������� ��� �� 
��������� ����'��������-
��� 	�����, ��� � �� ������'���#, �.�. 

 KKI <(�  (7.26) 

 ( < 
 ����� ������'����). 
�
��� v – ����� ���������� (�.�. I = vY), ����� � ���
 (7.26) 

�����: 

vY = K' + <K, 

 .KvYK <
�(  (7.27) 

B' ����������� 	��������
�������� ��������, ��� 

2L
LKLK

L
Kk

(
(
�

(
"
#
$

%
&
'�( . 

���������� �#�� '������� ��� L' � K' �' (7.25) � (7.27), ������� 

2
)(

L
LKLKvYk /< 



�( , 

�.�. � � .k
L

vYk /< 
�(  

D�������, ��� ,
L
Yf �  ���
���� 

 .)()( kkvfk </ 
�(  (7.28) 

D�������� (7.28) ��'������� �������� �������������� 
���	�. 
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+�������� 3. D ����������� ��		������������� 
�������� 
(7.28) �
�����
�� ������������ ��,���� k = k*. &������������, 
��� ��� ,0)( �(( kf  �� ���	��� vf (k) � k)( </   ���'������� ������-
�
��� (���. 7.10). 

kO

 y = (/ + <�)k�

 y = vf (k)�

k*  

)��. 7.10 

J���� ����, ��� ��� 	
����� )(kf (  ����������� ��������� 

����#���, �� �
�����
�� ����� k1, ��� mkf /)()( 1 </ �(  
(�.�. 
 k(t) �
�����
�� ����� ��������). B���, ��� k > k* ����� 
k' < 0; ��� k < k* �
��� k' > 0. ��� k < k1 ����� 0�((k , � ��� k > k1 – 

.0�((k  

 t 

 k 

 k* 

 

)��. 7.11 

G���
 ?���� ������������ ������ 
�������� (7.28) ����� ����-
������ �����������
# ����
# (���. 7.11). 
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§ 7.5. ������"� ��������& 

1. ����������.  ,���������
�� ������� ������ ��-
����� 

 N(x, y)dx + M(x, y)dy = 0, (7.29)  

�� N(x, y) � M(x, y) – ��������� ������� ����� � 	�� � �	�-
��, ������	�� ��	����	�� ����	�	
��.  

;��������� ��
��� 	���� '����� ����������� 
��������. 
&�		������������ 
��������, '������� � ���������� 	���� 

 � �,, yxFy �(  (7.30) 

�������� ���������� ����� � ������ �����, ����� 	
����� F(x, y) 
���� ���������� 	
����� �
����� �������. J���� ����, ���� � ���-
������������  ������� ��������� 
������ x� 0, �� �� ��������� 
����������� ���������� 	
����� �
����� ������� ������ ����� 

�������� (7.30) ����� ���� �������'����� ����
#��� ����'��: 

"
#
$

%
&
'�"

#
$

%
&
'�"

#
$

%
&
' ���

x
yF

x
yFx

x
yxxFyxF ,1,1,1),( 0 . 

G ���
 ?���� 
�������� (7.30) ��������� ��� 

 "
#
$

%
&
'�(

x
yfy , (7.31) 

��� "
#
$

%
&
'�"

#
$

%
&
'

x
yF

x
yf ,1 . 


����� 7.5. ;��������� ��		������������ 
�������� 

 .0)( 22 ��
� dxxydyyx  (7.32) 

��� �������� ����������, ��� ��� ��� 	
����� N(x, y) = x2+y2 � 
M(x, y) = –xy ����#��� ����������� ������ �������. G �������, �� 
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���#��#��� � ���� ������ ���������, ������ 
�������� ����� 
���� '������� � ���������� 	����: 

22 yx
xyy


�( . 

K��� ������������� ����������� ���������� 
������ x� 0, �� ���-
��� 
�������� ��������� ��� 

 2

1 "
#
$%

&
'

�(

x
y

x
y

y . (7.33) 

2. ����������� ������ �� ������ �������������� ����������� 

��������. ������������ 

y(x) = xu(x) 

��� ���������� � 
�������# � ��'����#������ �����������. 
�������������
�� ?�� �� ������� 
�������� (7.31). B���� 

y' = u(x) + xu'(x). 

G���
 ?���� ������,���� (7.31) ��������� ��� 

u + xu' = f(u). 

;�'����� ����������, ���
��� 

x
dx

uuf
du

�

)(

. 

���#�� ������� ����� �������� 
��������: 

.ln
)(

Cx
uuf

du
�


W  
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����� ���������� u(x) ���������� ����
���� � 	
����� 
y(x) = xu(x). 

+��������.  K��� �
�����
#� ����� 
�������� f (u) = u, �� � 
��������� ��,����� �������#��� ������������ ��,���� 
u(x) = u*, ��� u* – �#��� ������ 
�������� f (u) = u.  


����� 7.6. ;�,��� 
�������� 

.13
2


"
#
$

%
&
'
"

#
$

%
&
'�(

x
y

x
yy  

; � , � � � � . A�� 
�������� �������� ����������. G������� 
'����
 y(x) = xu(x), �������� � 
�������# 

 
x
uuu 12 2 



�( . (7.34) 

;�'����� � ��� ����������, ���
��� ��� u � 1 

WW �


 x

dx
uu

du
12 2 , 

��� 

,ln
1

1 Cx
u

�



 

� � .1ln 1 � 
Cxu  

J���� ?���� 
 
�������� (7.34) ������� ������������ ��,���� 
u(x) = 1. <���� ����'��, ��,����� ��������� 
�������� ����#��� 
	
����� 

.)(  ;
ln

)( xxyx
Cx

xxy �


�  
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3. J ���������� 
��������� ���������� ��		������������ 

�������� ���� 

 "
#
$

%
&
'




�(
qnxmy
plxkyfy , kn–lm � 0, (7.35) 

��� k, l, p, m, n, q – ��������� ����������. A���� ����� ��������, 
������ '����
 ���������� 

 t = x – / ;  z = y – < (7.36) 

� ������ ���������� / � < ����� ����'��, ����� ��������� ���-
�� � ������ ����� ��������� (7.35) ����� ������� �
�#. &����-
��������, �� ��������� (7.35), (7.36) �����  

"
#
$

%
&
'




��"
#
$

%
&
' 
���

qnmntmz
plkltkzf

dx
dy

dt
dx

dx
dz

dt
dz

/<
/<10 . 

����������� � �
�# ��������� ����� � ��������� � '���������� 
�����, ���
���� ����
#�
# ������
 �������� �������������� 

�������� 

 
�
�
�


�

�

.
,

qnm
plk

/<
/<

 (7.37) 

������������ ?��� ������� ����� kn – ml � � ���
 (7.35) ������� 
�� �
��. =������������, 
 ?��� ������� �
�����
�� ������������ 
��,���� � ���� (<, /) ���������� ����'�����. <���� ����'��, � ��-
'
������ ����������� '����� 
�������� (7.35) �������'
���� � ��-
��������
 
�������# 

"
#
$

%
&
'




�
ntmz
ltkzf

dt
dz . 


����� 7.7. ;�,��� 
�������� 

 .
2

3
2
1 2

"
#
$

%
&
'




�(
x

xyy  (7.38) 
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; � , � � � � . G ������ ��
��� '����� �������� � ����� ����-
���� ��' ��,���� ������� (7.37). ������� t = x + 2,  z = y + 1. <�-
��� 
�������� (7.37) ��������� ��� 

,
2
1 2

"
#
$

%
&
' 

�
t

tz
dt
dz  

���  

.1
2
1 2

"
#
$

%
&
' �

t
z

dt
dz  

�������� � ���
������ ���������� 
�������� ����������
 
z = ut, ������� 

.
2

12

t
u

dt
du 

�  

;�'����� ����������, ����� 

.212 t
dt

u
du �


 

B�������
� ?�� 
��������, ���
���� 

.||ln
2
1arctg Ctu �  

G�'�������� ������� � ���������� z, � '���� � ���������� x � y, 
������� ����� �������� 
�������� (7.38) 

.|2|ln
2
1

2
1arctg Cx

x
y

�
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§ 7.6. ������"� �������������"� ��������& 
�����$� ���&�� 

1. ����������. ,���������
�� ������� ���� 

 /(x)y' + <(x)y + = (x) = 0 (7.39) 

������	�� �
	��	�� �
�����	�
���	�� ����	�	
�� �����"� 
������. 

��������������, ���, /(x), <(x) � = (x) – ����������� �� ������-
��� ������
��� 	
�����. K��� / (x) � 0, �� 
�������� (7.39) ���-
�� �������'����� ����
#��� ����'��: 

 y' + p(x)y = f (x), (7.40) 

��� 
)(
)()(

x
xxp

/
<

� ; .
)(
)()(

x
xxf

/
=


�  

&�		������������ 
�������� 

 y' + p(x)y = 0 (7.41) 

��'������� ������� ���������� ��������, ����������
#��� 

�������# (7.40). 

&�� ��������� ������ ��,���� ������������� 
�������� 
(7.40) �������� �	�� %������� (��
��� ��� ��'����� – �	�� 
�������� ���	������). =������ ������ ��,���� 
�������� (7.41), 
������� ������������ ����� 
�������� � ��'����#������ ����-
�������. ��������, ��� y = 0 �������� ��,����� 
�������� 
(7.41). ��� y � 0 ����� 

.)( dxxp
y

dy

�  

B�������
� ?�� 
��������, ���
��� 

ln|y| = 
P(x) + ln|C|, 
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��� ,)()( W� dxxpxP  � C – �������� �� �
�� ����������. B' ������-

���� 
�������� ������� ����� ��,���� 
�������� (7.41): 

 y = Ce
P(x). (7.42) 

L���� $ 
 
�� ����'������� ����������, ��� ��� ��,���� y = 0 
������ � (7.42) ��� C = 0. 

<����� '������ � 	���
�� (7.42) ��������
# $ �� �������
# 
(�����
#) 	
����# C(x), �.�. ����� ��,���� 
�������� (7.40) �
-
��� ������ � ���� 

 y = C(x)e
P(x). (7.43) 

B' (7.43) ����
�� 

 y' = C'e
P(x) 
 Ce
P(x)p(x). (7.44) 

���������� ��������� ��� y � y' �' (7.43) � (7.44) � (7.40), ��-
����� 

C'e
P(x) 
 Ce
P(x)p(x) + p(x)Ce
P(x) = f(x). 

���#�� ���
���, ��� 

C' = f(x)eP(x). 

=������������, 

 .)()( )(W� dxexfxC xP  (7.45) 

��������� � (7.43) ��������� ��� C(x), ���
��� ����� ��,���� 

�������� (7.40). 
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B���, �	���
���
�� �������� ��,���� ��������� ���������-
���� ��		������������� 
�������� �	���� %������� (�	���� 
�������� ���	������): 

1) ��� '�������� ������������� 
�������� (7.40) �������� ��-
��������
#��� ��
 ���������� 
�������� (	���
�� (7.41)); 

2) ������� ��'������� ���������� ����� ����� ��,���� ��-
��������� 
�������� (	���
�� (7.42)); 

3) � ����� ��,���� ����������� 
�������� '������� �������-
�
# $ �� 	
����# C(x) (	���
�� (7.43)); 

4) ���������� ���
������ � �
���� 3 ��������� � �������� ��-
���������� 
�������� � ����� C(x) (	���
�� (7.45)); 

5) �������� ����� ��,���� ������������� 
��������, ������-
��� ��������� ��� C(x) � (7.43). 


����� 7.8. ;�,��� 
�������� 

.52 2x
x
yy �(  

; � , � � � � . A�� �������� ��		������������ 
��������. =�-
��������
#��� ���������� 
�������� ����� ��� 

.02 �(
x
yy  

;�'����� ����������, ����� 

,2
x
dx

y
dy


�  

���
�� ,lnln2ln Cxy 
�  ��� ./ 2xCy �  

������� C = C(x), ������� 

32
)(2)(

x
xC

x
xCy 


(
�( . 
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��������� ��������� ��� y � y' � �������� 
��������, ���
��� 

.5)(2)(2)( 2
332 x

x
xC

x
xC

x
xC

�

(

 

���#�� ����
��, ��� 

C'(x) = 5x4. 

L�����, 

C(x) = x5 + C1 (C1 = ��nst). 

<���� ����'��, 

,)( 2
1

5

x
Cxxy 

�  ��� 2
13)(

x
Cxxy � . 

+��������  1. G ��������� ��
���� ��		������������ 
���-
����� ����� ���� ��������� � ��������
, ���� �������� ������ 
���������� y � x – �����
# 	
����# � �� ���
����. 


����� 7.9. ;�,��� '����
 J�,� 

 32 yx
yy


�( ,  y(8) = 2.  (7.46) 

; � , � � � � . &����� ��		������������ 
�������� �� �������� 
�������� ������������ ���'������� 	
����� y(x). ������ ���� 
������������, ��� ���'������� �������� 	
����� x(y), �� 
�����-
��� ������ ��������. &������������, �' (7.46) ����
�� 

 
y

yx
dy
dx 32

� , (7.47) 

��� 

.2 2y
y
x

dy
dx

�  
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;�,����� ����������
#���� ��������� ����������� 
�������� 
��������  

x = Cy. 

G ������������ � ������� �������� ���������� �
��� ������ ��-
,���� ������������� 
�������� � ���� x = C(y)y. ���������� ��-
������� ��� x � (7.47), ����� ���������� �������� ���
���� 

.2 2yyC �(  

���#�� ������� 

C(y) = y2 +C1  (C1 = ��nst).  

<���� ����'��, ��,����� 
�������� (7.47) ��������  

 x = y3 +C1y. (7.48) 

<����� ������ ��,���� '����� J�,� (7.46). ������� � (7.48) x = 8, 
y = 2, ���
����, ��� $1 = 0. =������������, x = y3, � '�����, 

.3 xy �  

2. &�� ��,���� ��������� ��		������������� 
�������� ��-
��� ���� ����� �������� �	�� ~������, ������� '���#������ � 
����
#���: 

1) ��,���� 
�������� (7.40) ������ � ���� 

 y = u(x)v(x), (7.49) 

��� u(x) � v(x) – ��������� 	
�����, ������� ���������� ������-
����; 

2) ��������� ��� y ������������� � �������� 
��������, � ��-
��� ��
�������� ��������� ��� ��������� ��� 

 ( ( ) ) ( );u v u v p x v f x( (  �  (7.50) 
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3) 	
����� v(x) ��������� �' 
�������� 

 0)( �( vxpv ; (7.51) 

4) ����� ����������� ��������� 	
����� v(x) � 
�������� 
(7.50) ���
������ ����
#��� 
�������� ��� ����������� 	
��-
��� u(x) 

 
)(
)(

xv
xfu 
�( ; (7.52) 

5) ������� ����� ��,���� ������������ � ���� ����'������� 
	
����� u(x) � v(x). 


����� 7.10. ;�,��� 
�������� 

.cos2ctg xxyy �(  

; � , � � � � . ������� � 
�������� y = u(x)v(x), ����� 

 .cos2)ctg( xxvvuvu �((  (7.53) 

����������� ��������� � ������� � �
�#, ���
���� 
�������� � 
��'����#������ ����������� 

.ctg x
v
v


�
(

 

K�� ����� ��,���� ����� ��� 

.
sin

C  )(
x

xv �  

G �������� v(x) ��'���� ������� ��,���� 

 
x

xv
sin

1  )( � , (7.54) 
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���
��#����� �' ������ ��� C = 1. ���������� ��������� 
��� v(x) �' (7.54) � (7.53), ������� 

.cossin2 xxu �(  

���#�� ����� 

u(x) = sin2 x +C. 

<���� 

.
sin

sin2

x
Cxuvy 

��  

<���� ����'��, ����� ��,����� ��������� 
�������� �
��� 

x
Cxy

sin
sin � . 

§ 7.7. G�������& ;������� � )����#� 

����������. ,���������
�� ������� ���� 

 y' + p(x)y = f (x)yn  (n � 0, n � 1) (7.55) 

������	�� ����	�	
�� 4��	���
. 
L������ z = y1-n 
�������� "���
��� ���������� � ��������
 


�������# 

z' + (1 – n) p(x)z = (1 – n) f (x). 


����� 7.11. ;�,��� 
�������� 

2

6

y
eyy

x
�
( . 
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; � , � � � � . A�� 
�������� "���
��� (n= –2). G������� '���-
�
 z = y3, ���
��� z' = 3y2y'. D������ ��� ����� ��������� 
�����-
��� �� 3y2 (3y2�0), � 
����� ��������� ��� z � z' ������� 

z' 
 3z = 3e6x. 

=���������
#��� �������� ���������� 
�������� z' 
 3z = 0 
����� ��,���� z = Ce3x. �������� ����� �������� ����������, ��-
�
���� 

C'(x)e3x + 3C(x)e3x 
 3C(x)e3x = 3e6x, 

�.�. C'(x) = 3e3x, C(x) = e3x + C1, ��� $1 – ����'������� ����������. 

<���� ����'��, z = e6x + C1e
3x. L�����, .3 3

1
6 xx eCey �  

+��������  1. D�������� "���
��� ����� ���� ��,��� ����-
����������� ��� ������ ������ @������� ��� ������ "���
��� 
��' ���������������� ���������� � ��������
 
�������#. 


����� 7.12. ;�,��� '����
 J�,� 

2
1)1(   ,4

2
��
( y

x
y

x
yy . 

; � , � � � � . &����� 
�������� �������� 
��������� "���
��� 
(n = 2). ;�,�� ��� ������� @�������. &�� ?���� ���������� ���-
���� ���������� �������� 
�������� 

.0�
(
x
yy  

;�'����� ����������, ������� 

y=Cx. 

G ������������ � ������� �������� ���������� ��,���� ������-
������� 
�������� �
��� ������ � ���� y=C(x)x. ���������� ����-
����� ��� y � y(  � �������� 
��������, ����� 

3

22

x
xCCCxC �
( ,   22

1
xC

C
�

(
. 
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B�������
� ?�� 
��������, ���
���� 

,11
1C

xC





�


  

��� $1 – ����'������� ����������. ���#�� 

1
)(

1 
�

xC
xxC . 

=������������, ����� ��,���� ��������� 
�������� ����� ��� 

 
11

2


�

xC
xy . (7.56) 

������� � (7.56) x = 1, 
2
1

�y , ������� 

.211 �C  

<���� ����'��, C1 = 1 � ��,����� '����� J�,� �
��� 

1

2


�

x
xy . 


����� 7.13. ;�,��� 
�������� 

.
)1(3

arctg2
1
2 4

422 y
x

x
x

xyy


�



(  

; � , � � � � . &����� 
�������� ������������ ����� 
�������� 
"���
��� (n = 4). &�� ��� ��,���� �������'
���� ������� "��-
�
���. ������� y = u(x)v(x). G ���
 ?���� 
�������� ��������� 
��� 

 .)(
)1(3

arctg2
1
2 4

422 uv
x

x
x

xvvuvu


�"
#
$

%
&
'



((  (7.57) 
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*
����# v(x) ������ ��� ��,���� 
�������� � ��'����#������ 
�����������: 

.0
1
2

2 �



(
x

xvv  

B�������
� ���, ���
���� ������� ��,���� 

.1)( 2xxv �  

���������� ��������� ��� )(xv  � 
�������� (7.57), ���
����  

.arctg2)1(3 42 xuxu �(  

;�'����� ����������, ������� 

,arctg
1
23

24 x
x

dx
u
du


�  

,arctg1 2
3 Cx

u

�


  

.
arctg

1
3 2xC

u



�  

���������� u � v, ���
���� ����� ��,���� ��������� 
��������  

.
arctg

1
3 2

2

xC

xu




�  

G § 7.6 ��� ������������ ��������� ������� ����� �� �����-
������ � ��		������������� 
���������� ������� �������, � ��-
����� ����'������ ������� 	
����� ���� ����� ����������
 
��������
 (� ����������� ��?		���������) �� ?��� 	
�����. = 
����� '����� ?������������ �������� ����� ����������#� ����-
��� � 
�������� ���� �� ���� � ��?		���������, '��������� �� 
�������. /� ��� �� � �����������. 
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����������. ,���������
�� ������� ���� 

 )()()( 2 xcyxbyxay �(  (7.58) 

������	�� ����	�	
�� *
��
. 
G ����� ��
��� 
�������� ;������ �� 
������ ������������-

���� � �������
���. ������ ���� �'������  ������� ��,���� y1(x) 
?���� 
��������, �� ����� ����� � ��� ����� ��,����. &������-
������, ����� '����
 y(x) = y1(x) + z(x), ��� z(x) – ����� ���'������� 
	
�����, �������� � 
�������# 

,)())()(2( 2
1 zxazxbyxaz �
(  

����#���
�� 
��������� "���
��� (n = 2). 


����� 7.14. ;�,��� 
�������� 

.12 22 
�( xxyyy  

/���
��� 
�������� � ���, ��� ��,����� �������� y1(x) = x. <�-
��� � ��'
������ '����� 

y(x) = x + z(x) 

���
���� ���������� 
�������� 

.2zz �(  

A�� 
�������� ����� ������������ ��,���� z = 0. K��� �� 
z � 0, ��, ��'����� ����������, �������  

Cx
z



�

1 . 

G�'�������� � ���������� y, ������� ��,���� ��������� 

�������� 

Cx
xy



�

1 ,  .xy �  
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§ 7.8. G�������& � ����"! ������������!. 
	�#�$����>-�� ���%�#��� 

����������. ,���������
�� ������� � ����	���-
���� ���� 

 N(x, y)dx + M(x, y)dy = 0, (7.59) 

�� N(x, y), M(x, y) – �������� � ���	���� �����	� D �������, 
������	�� ����	�	
�� � ���	�$ �
�����	�
���$, ��� ��'�	-
��	 	���� �������� ������������� ������� U(x, y), �	�  

 dU = N(x, y)dx + M(x, y)dy. (7.60) 

B' (7.60) ����
��, ��� ����� �������� 
�������� � ������ 
��		���������� '������� ������,�����  

U(x, y) = C. 

G�'������ ������������ ������: ����� ����'�� �� ��?		���-
����� N(x,y) � M(x,y) ����� ����������, ��� ������ 
�������� ��-
������ 
��������� � ������ ��		����������? G ��
���, ����� 
U(x,y) – ������ ���������� ��		�������
���� 	
�����, ������-
����� 
������ 
��������� ��������. &������������, �' (7.60) ��-
������, ��� 

 .,
y
UM

x
UN

J
J

�
J
J

�  (7.61) 

<�� ��� ,
22

xy
U

yx
U

JJ
J

�
JJ

J  �' (7.61) ���
���� 

 .
y
N

x
M

J
J

�
J

J  (7.62) 

=�����,���� (7.62) �
�
� ����� � ������������, ����, �����-
���, ��������������� ������� �������� ���
����. ������ ����'�-
�������� ?���� 	���� ������� '� ����� ��,��� �
���. 
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����� 7.15. ;�,��� 
�������� 

0.2)( sin2   ) ln  )( sin(3 222 ��"
#
$

%
&
' 
�
 dyyyxy

y
xdxyyxx  

; � , � � � � . G ������ ��
��� 	
����� 

yyxy
y
xyxMyyxxyxN 2)( sin2),(  �   ln  )( sin3),( 222 
�
�

 
���������� ��		�������
��� � ���
���� ������� D, '��������� 

������� y > 0. J���� ����, 

),cos(21 2yxy
yy

N
x

M

�

J
J

�
J

J  

� '�����, 
������ (7.62) ��������� � ������ 
�������� �������� 

��������� � ������ ��		����������. /����� 	
����# U(x, y) �' 
������� 
�������� 

.2)( sin2

 , ln  )( sin3

2

22

yyxy
y
x

y
U

yyxx
x
U


�
J
J


�
J
J

 

B' ������� 
�������� ���
���� 

,)(ln  )( cos 23 ygyxyxxU 
�  

��� g(y) – ��������� ���������� ��		�������
���� 	
�����. ��-
�� �� ����������, ��������� ��������� ��� U �� ������ 
�����-
��� �������. B���� 

,2)( sin2)()( sin2 22 yyxy
y
xygyxy

y
x


�(
  

.)(         ,2)( 2yygyyg ��(  
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<���� ����'��, ����� ���������� ��������� 
�������� �
��� 

3 2 2cos  ( )  ln .x x y x y y C
    �  

G ��������� ��
���� 
��������, '��������� � ������������ 
	����, ���
� ���� ������� � 
�������# � ������ ��		�������-
��� 
��������� �� ��������� ���������. 


����� 7.16. ;�,��� 
�������� 

.0) cos cos2 (sin) cos sin2 (sin 222222 �
 dyxyyydxxxyx  

; � , � � � � . /��������������� ��������� 
���������, ��� 
�-
����� (7.62) �� ��������� � ������ 
�������� �� �������� 
�����-
���� � ������ ��		����������. ������ ��� ������ �������, ���� 
��� ����� ?���� 
�������� 
������� �� exy. &������������, ����� 

.0) cos cos2 (sin) cos sin2 (sin 222222 �
 dyxyyyedxxxyxe xyxy  

<�����, ��� ����
��� 
��������, 
������ (7.62) ���������. ;�,�� 
������
 

), cos sin2 (sin 222 xxyxe
x
U xy 
�

J
J  

), cos cos2 (sin 222 xyyxe
y
U xy �

J
J  

������� 

). cos (sin),( 22 xyeyxU xy �  

=������������, 
�������� 

2 2(sin  cos  )xye y x C �  

���������� ����� �������� ��������� 
��������. 
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����������. 5������� ������������� � �����	� G 
������� S (x, y) � 0 ������	�� 
	��"�
����
� �	��
����� 
�������� (7.59), ��� ������� 

 S (x, y)(N(x, y)dx + M(x, y)dy) = 0 (7.63) 

����	�� �������� � �����! �����������!. 
K��� ��� ������� 
�������� �
�����
�� ��������
#��� ���-

������, �� �� �� ��������� (7.62) ������ 
������������ 
�����# 

,)()(
y
N

x
M

J
J

�
J

J SS  

��� 

 .0�"
#
$

%
&
'

J
J



J

J


J
J



J
J

y
N

x
M

y
N

x
M SSS  (7.64) 

;�������� (7.64) ������������ ����� ��� ��'������� ��������-
��
�� ������� � ���	��! ����������!. ;�,��� ?�� 
�������� 
���
�� �� �����, ��� 
�������� (7.59). ������ ��������
 ��� ��-
�����
�� ������ ��,� ���� ������� ��,���� 
�������� (7.64), �� 
������ ��� ����� �����, ������'
� ����������� ��?		�������� N 
� M. G ���������, � ��������� ��
���� ?�� 
������ ������� � ����-
���������, ��� S = S (x) ��� S = S (y). 


����� 7.17. ;�,��� 
�������� 

 0.    )( 2 � xydydxyx  (7.65) 

; � , � � � � . "
��� ������ ��������
#��� ��������� ?���� 

�������� � ���� S = S(!). <���� � ���
 (7.65) 
�������� (7.64) 
������ ��� 

,)2( SS yyxy 
�(  

��� 

x
dxd

�
S
S . 
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B' ?���� ��������� ������� S =$!. G �������� ��������
#���� 
��������� ��� 
�������� (7.65) ������� S =6!. G ��'
������ ���
-
���� 
�������� � ������ ��		���������� 

0.6    )6( 222 � ydyxdxxyx  

;�,�� ������
 

),6( 22 xyx
x
U

�
J
J     ,6 2 yx

y
U

�
J
J  

�' ������� 
�������� ������� 

),(32 223 ygyxxU �  

��� g(y) – ��������� ���������� ��		�������
���� 	
�����. ���-
������� ��������� ��� U �� ������ 
�������� �������, ����� 

,6)( 6 22 xyygxy �(  

.)(         ,0)( $ygyg ��(  

<���� ����'��, ����� ���������� ��������� 
�������� �
��� 

.32 223 $yxx �  

§ 7.9. ��������������"� ��������& 
�"�A�! ���&��� 

1. �,-�� ������& 

G ������ �������	� �� ����������� �� ��������� ��		����-
�������� 
�������� ���,�� ��������. /�������, ��� � ����� 
���� ��		������������ 
�������� n-�� ������� '������� ������-
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,����� (7.1). K��� ?�� 
�������� ��'��,��� ������������ ����,�� 
����'������, �.�. 

 y(n) = f(x, y, y',…, y(n-1)), (7.66) 

�� �������, ��� ��� '������� � ������
��� ���� (��� � ���� 
6�)�). 

/�������� 
������ ��� 
�������� n-�� ������� ���#� ��� 

 y(x0) = y0, y'(x0) = y'0, ... , y
(n 
 1)(x0) = y0

(n 
 1). (7.67) 

:���������� ����'�� '����� �� ��������� ��,���� 
�������� 
(7.66), 
����������#��� ���������
 
�����# (7.67), ��'������� 
������ 6�)� 
�������� n-�� �������. <�� ��, ��� � � ��
��� ��	-
	������������� 
�������� ������� �������, ����� ����� ����
#-
��� �������.  

:������ 7.3 (� ����������	

 
 ��
	����		���
 ��!�	
� 
�����
 +�!
 ��� �
�����	�
���	�"� ����	�	
� n-"� ������). 
*��� � ���	���� ����	���	� 	���� (x0, y'0, ... , y0

(n 
 1)) ������� 
f(x, y, y',…, y(n-1)) �������, �������� � ��	 �������� ��-
�	�� ���������� �� y, y',…, y(n-1), 	� ��'�	��	 	���� ���-
�	���	
 �	�� 	����, � ��	���� ������ 6�)� (7.66), (7.67) ��	 
�)��, ���	�� ����	����. 

&�� 
�������� ������� ������� �������������� ����� ?��� 
������� '���#������ � ���, ��� ����' ����
# ����
 � '������� 
����������� �������� ������������ ������������ ������. 

2. G�������&, ������>-�� ����%���� ���&�� 

G ��������� ��
���� 
������ ����'��� ������� ��		������-
������� 
��������. /� ����������� ��������, �������������
�� 
?�� �� ������� 
�������� ������� �������. 

K��� 
�������� �� �������� � ����� ���� ���
�����, �.�. 

F(y, y', y'') = 0, 

�� ������� 
�������� ����� ���� ������� ��� ������ '����� 
y' = z(y), ��� z(y) – ����� ���'������� 	
����� �� ���
����� y. 
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����� 7.18. ;�,��� 
�������� 

y'' = –6�(y')3. 

; � , � � � � . G ������ 
�������� ���
����
�� � ����� ���� ��-
�
���� x. ������� y'=z(y), ����� �� ��������� ������� ��		����-
��������� ������� 	
����� ���
���� 

.z
dy
dzy

dy
dzy �(�((  

G ���
 ?���� ������ 
�������� �������'
���� � ���
 

.6 3yzzdy
dz 
�  

���#�� ����
��, ���, ���� z = 0, � '�����, 

 y =C, (7.68) 

���� 

.6 2yzdy
dz 
�  

;�'����� ���������� � ��������
� ���
������ 
��������, ��-
����� 

z
Cy 13 1

2 � . 

=������������, 

1
23
1

Cy
z


� . 

G�'�������� � ���������� y, ����� 

1
23
1

Cy
y


�( . 
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B�������
� ?�� 
�������� �
��� ��'������� ����������, ���
��-
�� ����� �������� 
�������� 

 .21
3 CxyCy �  (7.69) 

<���� ����'��, ��������� ���� ��,���� ��������� 
�������� '�-
������ ������,������ (7.68), (7.69). 

K��� 
�������� �� �������� � ����� ���� �����
# 	
��-
��#, �.�. 

F(y, y', y'') = 0, 

�� ������� 
�������� ����� ���� ������� ��� ������ '����� 
y' = z(x). 


����� 7.19. ;�,��� 
�������� 

y'' = (y')2 + 1. 

; � , � � � � . G ������ 
�������� ���
����
�� � ����� ���� ��-
����� 	
�����. =����� '����
 y' = z(x), ���
���� 

z' = z2 + 1. 

;�'����� � ���
������ 
�������� ���������� � '���� ��������
� 
���, ������� 

z = tg (x + C1), 

y' = tg (x + C1), 

y = – ln |cos (x + C1)| + C2. 

������� ��		������������� 
��������, ����������� ������-
������ ���'������� 	
����� � �� ����'������, �.�. 
��������-
��#���� 
�����# 

F(x, ty, ty', ty'') = tmF(x, y, y', y''), 

����� ���� ������� ��� ������ '����� y' = yz(x). 
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����� 7.20. ;�,��� 
�������� 

.)36(3)( 222 yxx
x
yyyyy 
�
(


(
((  

; � , � � � � . &����� 
�������� �������� ���������� ������ 
������� ������������ y, y' � y''. =������ '����
 y' = z(x)y, �����  

.)( 2 yzz'yzz'yy �(�((  

/� ��������� ?���� �������� 
�������� ��������� ���  

.0363 22 �"
#
$

%
&
' 

( yxx

x
zz  

���#�� ��������, ��� ���� y = 0, ���� 

.0363 2 �

( xx
x
zz  

;�,�� ���
������ �������� 
��������, ������� 

,||ln36 3
1

32 xCxxxz 

�  

,||ln36 3
1

32 xCxxxy
y' 

�  

|,|ln16
3||ln4

32||ln 3
4

2
443 CxCxxxxy 

�  

 .
4434

2 16
3||ln4

32
3

xxxxxC
eCy




�  (7.70) 

L������, ��� ������,���� (7.70) '����� ����� ��,���� ��������� 

��������, ��� ��� ���
������ ��,� ������� ��,���� y = 0 ������ 
� (7.70) ��� C3 = 0. 
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§ 7.10. ������"� �������������"� ��������& 
�"�A�! ���&��� 

1. G § 7.6 �� ��
������ ��,��� �������� ��		������������ 

�������� ������� �������. &����� �������	 �������� �������� 

��������� ����� ������� ��������. A��� ����� 
�������� ������-
�� ����� ������, �.�. ������ ������������ '����� ���� �������-
#��� ��������� 
����������, ���� ���
� ���� ����������� ��-
,��� ��� ������ �������� 
��������. 

����������. ,���������
�� ������� n-�� ������� ��-
����	�� �
	��	��, ��� ��� ��	 ��� 

 � � � � � � ),()(...)()( 2
2

1
1 xfyxayxayxay n

nnn � 

  (7.71) 

��� a1(x), a2(x), ... , an(x), f (x) – ����������� 	
�����. 
B���� ����� ����
#��� �������. 

:������ 7.4 (����������	
� 
 ��
	����		���
). ���	
 
������� a1(x), ... , an(x), f (x) �������� �� �	��� [a, b]. ����� 
��� ����� 	���� x0 � (a, b) ��'�	��	, ����� ����	����, 
�)�� y(x) �������� (7.71), �������� �� �	��� [a, b] � 
�����	�����' �����
��� ��������  

y(x0) = y0, y'(x0) = y'0, ... , y (n 
 1)(x0) = y0
(n 
 1). 

������ ?�
 ������
 ��' ����'���������. G �� �� ����� ����-
���, ��� ���� � ������� 7.4 
����������� �
����������� � ������-
�������� ��,���� �  ��������� ����������� ����� x0, �� � ������ 
������� 
����������� �
����������� � �������������� ��,���� 
��������� 
�������� �� ���� ������
��� [a, b], �.�. 
���������� 
������� ����� 
�� �� ���������, � ���������� ��������. 

G����� ����
#��� ���'������� 

 L(y) = y(n) + a1(x)y(n 
 1) + ... + an(x)y. (7.72) 

L������, ��� L(y) ����� ��'���#� ������� ����������
-
��� ����	���� n-�� �������. ������� �������� ��������� L(y), 
����������� ��� � �������,��. 
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����� 1.  ���	
 y1(x) � y2(x) 
 ��������
�� �������, ���-
'� ���������� �� n-�� ������� ������	�
��, $1 � $2 
 �����-
���
�� ���	�����, 	���� 

 L($1y1 + $2y2) = $1L(y1) + $2L(y2). (7.73) 

=������������� ?���� 
���������� ����� 
��������� ��������-
�������� ���������. 

B�����'
� �������� ��,� ���'�������, 
�������� (7.71) ���-
�� '������� � ���� 

 L(y) = f(x). (7.74) 

D��������  

 L(y) = 0 (7.75) 

��'������� ������� ���������� ��������, ����������
#��� 

�������# (7.75). G ����������������� ?���
 
�������� (7.74) 
(��� f (x) ]̀  0) ��'������� �����������. =���
#��� 
���������� 
���'����� ��,���� 
�������� (7.74) � (7.75). 

:������ 7.5. &�' �)�� ������������ �������� (7.74) 
�	
 ����� ���	���� �)��� � �xy  �	��� �������� � ��'�� �-
)��� ���	�	�	���'�� �� ����������� �������� (7.75). 

& � � � ' � � � � � � � � � . ������� �������, ��� �
��� � �xy  ����-
���� ��,���� 
�������� ������������� 
�������� � �xy  � ����'-
�������� ��,���� y0(x) ����������� 
�������� ����� �������� ��-
,����� ������������� 
��������. &������������, � ���
 ����� 
����� 

� � � � � � � � � �,000 xfxfyLyLyyL ���  

��� � ����������� ����'���. <����� ��� �������� ����'���, ��� ���-
��� ��,���� y(x) ������������� 
�������� ���� �
��� � �xy  � ��-
�������� �������� ��,���� y0(x) 
�������� (7.74). B���� 

� � � � � � � � � � .0�
�
�
 xfxfyLyLyyL  
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=������������, � � � � � �xyxyxy 
�0  
 ��,���� 
�������� (7.75), 
'�����, � � � � � �,0 xyxyxy �  ��� � '����,��� ����'���������. 

2. ������� ���� ������ �������� �������� 
��������, ����� 
������'
���� ��� ���������� ��,����. 

:������ 7.6. ���	
 y1(x) � y2(x) 
 ���	�	�	���� �)��� 
�������� L(y) = f1(x) � L(y) = f2(x), 	���� y1(x) + y2(x) �	
 �)-
�� �������� L(y) = f1(x) + f2(x). 

&������������, L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) = f1(x) + f2(x), ��� � 
�-
���������� � �������. 

3. ;��������� ������� $�����
���� – $���� 

 p' = k(D(p) 
 S(p)), (7.76) 

�������
#��� ���'� ����
 �'�������� ���� p � ��
�����������-
��� ������� D(p) 
 S(p) ('���� D(p) � S(p) – �������������� ����-
���� ������ � ����������� ��� ���� p, k > 0). �����������, ��� 
����� � ����������� '���#��� ��������� 	
������� 

 D(p) = a 
 bp, S(p) = m + np, (7.77) 

��� a, b, m, n – ��������� ������������� �����. = 
����� (7.77) 

�������� (7.76) ������ ��� 

 p' = k(a – m) 
 k(n + b)p. (7.78) 

D�������� (7.78) �������� �������� ��		������������ 
���-
������. /����� ��,���� ����������
#���� ��
 ����������� 

��������. B����: 

,)( pbnk
dt
dp

�  

,)( dtbnk
p

dp
�  

ln p = k(n + b)t + ln C, 

 p(t) = C ek(n + b)t. (7.79) 
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G �������� �������� ��,���� 
�������� (7.78) ����� ������-
'����� ������������ ����������� ��,���� 

� � const,�� ptp  

��� p  – ������ 
�������� D(p) = S(p) (� ?��� ��
��� ��� ����� 

�������� (7.78) �
�
� ����� �
�#). 

 

 q

 p 

p  

 S(p) 

 D(p) 

 

)��. 7.12 

B' (7.78) ����
��� ����� (���. 7.12), ��� 

nb
map





� . 

<���� ����'��, ����� ��,���� 
�������� (7.78) ����� ��� 

 p(t) = .)( tbnkCe
nb
ma 



  (7.80) 

B' (7.80), � ���������, ��������, ��� ���� n > b, �� � �������� 
������� ������������ ������ �
�
� ���������� �� ��������� ���-
������� .p  G ��
��� n = b �������� p(t) – ���������. K��� �� 
n < b, �� � �������� ������� ������������ ������ �
�
� �������-
������� ������������ � ��������# ���������� .p  &���
# ������ 
����� ������������� ��� ����������� ������ ��
������ ������ 
�����. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 488

§ 7.11. ������"� ������"� ��������&. 
@������#����"� ��,�� ��A���� 

G ������ �������	� �� ����������� �� ��������� �������� � 
������ ��,���� ��������� ����������� ��		������������� 

�������� n-�� �������: 

L(y) = 0. 

1. ����� 2. ���	
 �1(!), �2(!), ..., �k(!) 
 ��������
�� �)��� 
�������� ����������� ����������
���� �������� � C1, C2, …, 
Ck 
 ��������
�� ���	�����, 	���� ������� ���������� 
$1�1(!) + $2�2(!) + ... + $k�k(!) 	��� ����	�� �)��� �	��� 
��������. 

&������������, �� ��������� ����� 1 �' ������
���� ����-
���	� ����� 

� � � � � � � � ,022112211 �� kkkk yLCyLCyLCyCyCyCL ��  

��� � ����������� ����'���. 

+�������� 1.  B' ����� 2 ����
��, ��� ��������� ��,���� 
��������� ����������� 
�������� ����'
�� ������ ����	����	-
��. K����������, ��'����#� �������: ������ ��'�������� ?���� 
������������ � ��� 
������ ��� ��'��? ���� �������� �� ���, ��-
�������� ����� ��������, ��#��� ��'�������� ����������, ����-
���� �� ������ ������� ��,���� y1(x), �2(x), ..., �k(!) ������ ����-
����� ��� ���? ���� �' ��������, ��'����#��� ?�� �������, ���-
'�� � ��� ��'������� ������������� G��������. 

 �
��� y1(x), ..., �k(!) 
 �������, ��������� �' k 	
�����, ����� 
������	�
 2�������� ?��� ������� ����� ���: 

 � �
� � � � � �11

2
1

1

21

21

21 ,,,






(((
�

k
k

kk

k

k

k

yyy

yyy
yyy

yyyW

�
����

�
�

� . (7.81) 
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=���������� ����
#��� 
����������. 

:������ 7.7. *��� ������� y1, ..., yk ������ ��������, 	� �! 
������	�
 2�������� 	����	���� ���� ����. 

& � � � ' � � � � � � � � � . �
��� y1, ..., yk – ������� '�������. <�-
��� ���� �' ?��� 	
����� �������� �������� ����������� ������-
���. &�� �������������� �������, ��� ������� �������� y1. G ?��� 
��
��� ������ ������� ������������ G�������� �
��� ��������-
���� ����� ������
# ���������# ��������� ��������, � �������-
������, ������������ ������������ ����� �
�#. <������ ����'���. 

:������ 7.8. *��� y1(x), ..., �k(!) 
 ������ ��������� �)-
��� �������� (7.75), 	� �! ������	�
 2�������� �� ��� ����� 
������� x � ����'�	�� � ���
. 

& � � � ' � � � � � � � � �  ������� �������� �� ����������. �
��� 
�
�����
�� ����� !0, � ������� ������������ G�������� ����� �
-
�#. ;��������� ��������
# ������
 �������� �������������� 

�������� 

 

� � � � � �
� � � � � �

� �� � � �� � � �� ��
�
�

�
�
�

�

�

�(((
�
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.................
,0
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0
1

0
1

220
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0022011

0022011

xyCxyCxyC

xyCxyCxyC
xyCxyCxyC

k
kk

kk

kk

kk

�

�
�

 (7.82) 

������������ ������� ���'������� ����� $1, $2, ..., $k. ��������-
����� ?��� ������� �������� ������������ G�������� � ����� !0. 
<�� ��� �� ������������# �� ����� �
�#, �� ������� ����� ���
-
����� ��,���� kCCC ,,, 21 � . ;��������� 	
����# 

� � � � � � � �,2211 xyCxyCxyCx kk� ��  

������� � ���
 ����� 1 �������� ��,����� 
�������� (7.75). ��� 
?��� � � ,0�x�  ��� ��� � ��������� ��
��� 	
����� �1, ..., �k ���� 
�� ������� '�������: ���
 �' ���, ���#�
# ���
����� ��?		�-
�����, ����� ���� �� ����'��� � ���� �������� ���������� ��-
�������. = ��
��� �������, ��������� (7.82) �'����#�, ��� 

 � � � � � �� � .0,,0,0 0
1

00 ��(� 
 xxx k��� �  (7.83) 
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/� ?��� �� ��������� 
������� 
������������ � ��
��� ��,�-
��� 
�������� (7.75), � ������ �(!) = 0. A�� ������������ ������-
�������� ��,���� '����� J�,� ��� 
�������� (7.75). =������-
������, W(�1, ..., �k) � 0 ��� ���� x. <������ ����'���. 

����������. $��	�� ������� �1(!), ..., �n(!), ���	��'�� �� 
n ������ ���������! �)��� �������� (7.75), ���� ������	
 
��	����	����	�� 	������ ��!�	
� �	��� ��������.  

2. ;���� �� 
�� ��������, ��� ����� ��,���� ��		���������-
���� 
�������� n-�� ������� '������ �� n ����'������� �������-
���. = ��
��� �������, ���� �1(!), ..., �n(!) – ��,���� 
�������� 
(7.75), �� 	
����� 
 � � � � � � � �xyCxyCxyCxy nn�� 2211  (7.84) 

����� �������� ��,����� ?���� 
��������. /����,������� ������: 
��� ����� 
������� 	���
��� (7.84) ������������ ����� ��,���� 
��������� ����������� 
��������? ����� �� ?��� ������ ���� ��-
������ ������� ������ �������� ���������� ��		������������ 

��������. 

:������ 7.9 (�� ����� ��!�	

 �
	��	�"� ��	����	�"� 
����	�	
�). ���	
 �1(!), ..., �n(!) – �������	��
��� ����� �)-
��� �������� (7.75), 	���� ��' �)�� �	��� �������� ����-
	�� �������� 
 y = $1�1 + ... + $n�n. (7.85) 

& � � � ' � � � � � � � � � . <�, ��� 	
����� �(!), ������������ 	��-
�
��� (7.82), �������� ��,����� 
�������� (7.75), ����
�� �' ���-
�� 2. ������� ������, ��� �#��� ��,���� �(x) 
�������� (7.75) 
����������� � ���� �������� ���������� 	
����� �1, ..., �n. L�-
	�����
�� �������
# ����
 !0. G����� ����
#��� ���'�������: 

� � � � � �� � � �.,,'', 1
00

1
0000



 ��� nn yxyxyx ��� �  

;��������� ������
 �������� �������������� 
��������: 

 

� � � � � �
� � � � � �

� �� � � �� � � �� � � ��
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 (7.86) 
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������������� ?��� ������� �������� ������������ G�������� 
��� 	
����� �1, ..., �n � ����� !0. G���
 �������� ��'���������� 
?��� 	
����� ������ ������������ �� ����� �
�#. =������������, 

 ������� (7.86) �
�����
�� ��,���� � �.,,, 21 nCCC �  

<���� 	
����� 

� � � � � � � �,2211 xyCxyCxyCxy nn� �  

��� ?�� �������� �' (7.86), 
������������ ��� �� ��������� 
���-
����. G ���
 �������������� ��,���� '����� J�,� �����  

� (x) = y(x), 

�.�. � (x) ���� �������� ���������� 	
����� �1, ..., �n. <������ ��-
��'���. 

+�������� 2 . B' ������� 7.9 ����
��, ��� ��������� ��,�-
��� ��������� ����������� 
�������� ����'
�� n-������ �����-
��� ������������, � 	
������������� ����� ��,���� �������� ��� 
�������. 


����� 7.21. &�� 
��������  

y'' 
 4y = 0 

	
����� y1(x) = e2x � y2(x) = e
2x ����#��� �������� ��,������. 
A�� ��,���� ������� ��'�������, ��� ��� �� ������������ G���-
����� 

� � 4
22

, 22

22

21 
�



�






xx

xx

ee
eeyyW  

�� ����� �
�#. L�����, �1, �2 ����'
#� 	
������������� ����� � 
����� ��,���� 
�������� ����� ��� 

� = $1e
2! + $2e


2!. 
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§ 7.12. ������"� �������������"� ��������&  
� ���#�&��"�� ��C�������#��� 

&����� �������	 �������� ���������# ��,���� �������� 
��		������������ 
�������� � ����������� ��?		���������. 

1. ������"� ������"� ��������& 

/��������� ������ ��,���� ��������� ����������� 
�����-
��� ����
�� '����� ������-���� 	
�������������� ������ ��,�-
���. ��������� � ����� ��
��� �������� �������� ������� '���-
���. ������ ?�� '����� ������� 
���������, ���� ��?		������� 

�������� ���������. ;��������� 
�������� 

 � � � � � � ,0...2
2

1
1 � 

 yayayay n

nnn  (7.87) 

��� a1, … , an – ��������� ����������. 
"
��� ������ ��,���� 
�������� (7.87) � ���� 	
�����  

.xey @�  

<���� 

.,, )( xnnx eyey @@ @@ ��( �  

���������� ��������� ��� y � �� ����'������ � 
�������� 
(7.87), ����� 

.0... 1
1

1 � 


 x

n
x

n
xnxn eayeaeae @@@@ @@  

<�� ��� ,0�xe@  �� ?�� ������,���� ?����������� 
�������# 

 .0... 1
1

1 � 




nn
nn aaa @@@  (7.88)�
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����������. "���������� ������� (7.88) ������	�� 
$������
��
���
� ����	�	
�� �������� ����������� ����-
������
���� �������� (7.87). 

+�������� . /��� 
���������� ������������ ����
 ������� 
������������������� 
�������� � ��,������ 
�������� (7.87). <�� 
��� ����� ������������������� 
�������� ���
� ���� ��������-
����, �� ���������� ������ �������, ��� �� �
��� �������� � 
?��� ��
��� ��� .xe@  &�� �#���� ������������ ����� </ iz �  
������� �� ����������# 

 � �.sincos <</ ieez �  (7.89) 

=�����,���� (7.89) ����� ��'����� ������� 3����. �������� �� 
�������� ����������
#��� �������� ����������� �����, ����
��� 

��������, ��� ������������ �� 	���
�� A����� 	
����� ���-
��������� ���
����� �������� ���� ������� �������, ����������� 
��� ?��������������� 	
�����. G ���������, ��� ����'������� 
����������� ����� v � u 

.   , vu
u

v
vuuv e

e
eeee 
 ��  

G �������,�� ��� �������� �'������� �
��� ����������� � 

���������� ������� �������, �.�. � 
���������� ���� 

  y" + py' + qy = 0. (7.90) 

������ '������, ��� ���
������ ��� ?��� 
�������� ��'
������ 
���
� ���� ��' ��
�� ���������� �� ��
��� 
�������� ����� ����-
��� ��������. 

��� ��,���� ������������������� 
��������  

@2 + p@ + q = 0 

���
� ��'����
�� ��� ��
���. 
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*����� 1. &����������� D ����,� �
��. <���� �
�����
#� 
��� �������������� � ��'������ ��,���� �1 � �2 ��������������-
����� 
��������. =���������
#��� �� ��,���� 
�������� (7.90)  

y1 = xe 1@ , xey 2
2

@�  

������� ��'�������. &������������, �� ������������ G�������� 

� � � �x
xx

xx
e

ee
eeyyW 21

21

21

12
21

21         
           ),( @@

@@

@@
@@

@@

��  

����
 ����, ��� @1 � @2, ������� �� �
��. =������������, y1 � y2 ��-
��'
#� 	
������������� ����� � ����� ��,���� 
�������� (7.89) 
����� ��� 

.21
21

xx eCeCy @@ �  


����� 7.22. ;�,��� 
�������� 

 y'' + y' 
 2 = 0. 

; � , � � � � . J������ ������������������� 
�������� 

@2 + @ 
 2 = 0 

����#��� ����� @1 = 1 � @2 = 
2. =������������, ����� ��,���� 

�������� ����� ��� 

y = C1e
x + C2e


2x. 

*����� 2. &����������� D < 0. N����������������� 
�����-
��� ����� ��� ���������� ����������� ����� .2,1 i</@ ��  D���-
����� (7.90) ����� ��� ������� ��'�������� ���������� �����-
������ ��,���� 

, , (
2

(
1

xixi eyey �
� �� </</  
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��� � ������������ � 	���
��� A����� – 

).sin(cos ),sin(cos 21 xixeyxixey xx <<<< // 
��  

���� ���
���� �������������� ��,����, '������ y1 � y2 �� ��-
������� ������������: 

� �,
2
1),(

2
1

212211 yy
i

yyyy 
�� RR  

����������#���� ����� �������������� ������������
# � ���-
�
# ����� y1. 
<���� ����'��, �� ���
���� ��� ������� ��'�������� �������-
������� ��,����: 

 .sin ,cos 21 xeyxey xx << // �� RR  (7.91) 

=������������, ����� ��,���� � ?��� ��
��� ����� ��� 

 � �.sincos 21 xCxCey x <</ �  (7.92) 


����� 7.23. ;�,��� 
�������� 

 y'' 
 2y' +2y = 0. 

; � , � � � � . J������ ������������������� 
�������� 

@2 
 2@ + 2 = 0 

�
�
� .12,1 i��@  G ������ ��
��� / = 1, < = 1, ��� ��� ����� ��-
,����� ������� ��		������������� 
�������� �
��� 

y = ex(C1cos x + C2sin x). 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 496

*����� 3. &����������� D = 0. D ������������������� 
���-

����� �
�����
�� ������������ ������ 
2
p


�@ , �������
 ����-

������
�� ��,���� .1
xey @
�  /� ��� ���������� ������ ��,���� 

��� ���������� ��� ���� ������� ��'�������� � y1 ��,���� 
���-
����� (7.90). �������, ��� ������� �������� 	
����� 

.2
xxey @�  

&������������, 

,2
xx exey @@@ �(   .22

2
xx exey @@@ �((  

���������� ��������� ��� y, y' � y" � 
�������� (7.90), ����� 

C D .02)( 2 � pqpxe x @@@@  

D�������, ��� @ �������� ������ ������������������� 
�������� � 

��� ?��� 
2
p


�@ , �����, ��� ��������� ��������� ����������� 

������������, �.�. y2 
 ��,���� 
�������� (7.90). ������� ������, 
��� y1 � y2 ������� ��'�������. B���� 

� �
� �

.0
1

, 2
21 ��


� x

xx

xx
e

exe
xeeyyW @

@@

@@

@@
 

=������������, y1 � y2 ������� ��'������� � ����'
#� 	
���-
���������� �����. <���� ����'��, ����� ��,����� � ?��� ��
-
��� �
��� 

� �.21 xCCey x � @  


����� 7.24. /���� ����� ��,���� 
�������� 

y'' + 6y + 9 = 0. 
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; � , � � � � . N����������������� 
�������� 

@2 + 6@ + 9 = 0 

����� ������������ ������ @ = 
3. ��?���
, ����� ��,���� ����� 
��� 

y = e
3x(C1 + C2x). 

=	���
���
�� ������ ������	� �)��� �������� �������-
���� ����������
���� �������� n-�� �������. 

1) ��������� ������������������ 
�������� � ����� ��� �����; 

2) ��������� 	
�����������
# ������
 ��,����, �������� � 
������������ ������
 ��������������
 ����# �����������������-
�� 
�������� @ ��������� k �����
������ �' k ������� ��'�����-
��� ������� ��,���� 

 �xk
k

�x�x exyxeyey 1
21 ,...,  , 
���  (7.93) 

� ������ ���� ���������� ����������� ������ / ± i< ��������� k 
– �����
������ �' 2k ������� ��'�������� ��,���� 

,cos,...,cos,cos 1
21 �xexy�xxey�xey xk

k
xx /// 
���  

 1
1 2 2sin ,   sin , ... , sin ;x x k x

k k ky e �x y xe �x y x e �x/ / /

 � � �  (7.94) 

3) �� 	���
�� (7.85) �������� ����� ��,���� 
��������. 


����� 7.25. ;�,��� 
�������� 

yIV – 2y''' + 2y' 
 y = 0. 

; � , � � � � . N����������������� 
�������� ����� ��� 

@4 – 2@3 + 2@ 
 1 = 0. 
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����� ��������� ������������� �������'������ ���
���� 

(@ + 1)(@ 
 1)3 = 0. 

&����� 
�������� ����� ��� �����: @1 = –1 � @2 = 1. ������ ����-
����� @2 ����� 3. =������������, ����� ��,����� ��������� 

�������� �
��� 

� �2
1 2 3 4 .x xy e C C x C x C e
�     


����� 7.26. /���� ����� ��,���� 
�������� 

 y''' 
 2y'' + y' – 2y = 0. 

;�,�� ������������������ 
�������� 

@3 – 2@2 + @ – 2 = 0, 

������� .;2 3,2 i���F @@  <���� ����'��, ����� ��,���� �������-
�� 
�������� ����� ��� 

y = C1e
2x + C2cos x + C3sin x. 

2. ������"� ��������"� ��������& 

&�� ��������� ��,���� ������������� 
�������� 

 � � � � � � ),(...2
2

1
1 xfyayayay n

nnn � 

  (7.95) 

��� ��, ��� � � § 7.6, �� ����� ��������� �	�� �������� ���	�-
����!. �������������
�� ?�� �� ������� 
�������� ������� ��-
����� 

 y'' + py' + qy = f (x). (7.96) 
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"
��� ������ ��,���� � ���� 

 y = C1(x)y1 + C2(x)y2, (7.97) 

��� y1(x), y2(x) 
 	
������������� ����� ��,���� ����������
#-
���� ����������� 
��������, � C1(x), C2(x) 
 ������� 	
�����. B' 
(7.97) �������  

y' = C1'y1 + C2'y2 + C1y1' + C2y2'. 

������
�� �������������, ����� 

 C1' y1 + C2' y2 = 0. (7.98) 

<���� ���
��� 

 y' = C1y1' + C2y2'. 

=������������, 

y'' = C1' y1' + C2' y2' + C1y1'' + C2y2''. 

���������� ��������� '������� ��� y, y' � y'' � 
�������� (7.96), 
����� 

C1(y1'' + py1' + qy1) + C2(y2'' + py2' + qy2) + C1'y1' + C2' y2' = f (x). 

��� ���������, '���#������ � ������, ����� �
�#, ��� ��� y1 
� y2 ����#��� ��,������ ����������� 
�������� (7.90). =������-
������, �� ���
��� 
�������� 

C1'y1' + C2'y2' = f (x). 

<���� ����'��, ���'������� 	
����� C1 � C2 ������ 
�����-
������� ������� 
�������� 

 
�
�
�

�((((
�((

).(
,0

2211

2211

xfyCyC
yCyC

 (7.99) 
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������������� ?��� ������� �������� ������������ G������-
��, ������� ������� �� �
�� � ���
 �������� ��'���������� y1 
� y2. =������������, �' ������� (7.99) �� ����� ����'����� ����-
������ 	
����� C1'(x) � C2'(x). ��������������� ��, ������ C1(x) � 
C2(x), � '���� �� 	���
�� (7.96) – � ��,���� 
�������� (7.97). 


����� 7.27. ;�,��� 
��������  

y'' + 3y' 
 4y = 30e2x. 

; � , � � � � . =���������
#��� ���������� 
�������� ����� 
������� ��'�������� ��,���� y1 = ex � y2 = e
4x (@1 = 1 � @2 = 
4 
 
����� ������������������� 
��������). �����
 ��,���� ?���� ��-
����������� 
�������� �
��� ������ � ���� 

y = C1(x)ex + C2(x)e
4x. 

&�� ���������� C1(x) � C2(x) ��,�� ������
 (7.99), ������� � 
��,�� ��
��� ������ ��� 

� � � �
� � � ��

�
�

�(
(
�((







.304
,0

2
2

4
1

2
4

1
xxx

xx

exCexCe
xCexCe  

���
��� 

� � 11 6 CexC x � ,  � � ,2
6

2 CexC x 
�  

��� 1C  � 2C  
 ����'������� ����������. <���� ����'��, ����� 
��,����� �������� 
�������� �
��� 

y = 5e2x + .4
21

xx eCeC 
  

��� ����������� ���� ������ ����� f(x) 
�������� (7.95) ����-
���� ��������� �������� ��,���� ������������� 
��������, �'-
�������� ��,�, ����� ���� '������� ����� �������� ��������. 
���,�� �� �������. 
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G ��
���, ����� ��?		������� ����� ����� 
�������� (7.95) 
���������, � ������ ����� ����� ����������� ��� 

 f (x) = eax (Pn(x) cos bx + Qk(x) sin bx), (7.100) 

��� Pn(x) � Qk(x) 
 ���������� �� x ������� �������������� n � k, 
��� ��������� �������� ��,���� 
�������� (7.95) 
������ ����� 
�������'������� �	���� ���������! ���������	��. �� '�-
��#������ � ����
#���. K��� ����� = = a + bi �� �������� ������ 
������������������� 
��������, �� ������� ��,���� ������ � ���� 

 � � � �� �,sincos bxxQbxxPey mm
ax �  (7.101) 

��� � �xPm  � � �xQm  
 ���������� ������� m = max{k, n}, ��?		�-
������ ������� ���������� ���������� �
��� ����������� ���'-
������� 	
����� y � 
�������� (7.95). K��� �� = �������� ������ 
������������������� 
�������� ��������� l, �� ������� ��,���� 
������ � 	���� 

 � � � �� �.sincos bxxQbxxPexy mm
axl �  (7.102) 

A��� ��
��� ����� ��'���#� ����������. 


����� 7.28. ;�,��� 
��������  

y'' + 5y' + 6y = 56e5x. 

; � , � � � � . G ������������ � �������� 7.6 ����� ��,���� 
������� ��������� ������������� 
�������� ������������ ����� 
�
��
 ���������� �������� ��,���� ?���� 
�������� � ������ ��-
,���� ����������
#���� ��
 ����������� 
��������. N��������-
��������� 
�������� 

@2 + 5@ + 6 = 0 

����� ����� @1 = 
2 � @2 = 
3. =������������, ����� ��,����� 
����������
#���� ����������� 
�������� �
��� 

y = C1e

2x + C2e


3x. 
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<����� ������ ������� ��,����. <�� ��� ������ ����� 
�����-
��� ����� ��� (7.100), �� �� ����� �������'������� ������� ��-
������������ ��?		��������. G ��,�� ��
��� a = 5, b = 0, 
Pn(x) = 1, Qn(x) = 0. D�������, ��� Pn(x) � Qn(x) – ���������� �
-
����� ������� � ��� ����� = = 5 �� �������� ������ ������������-
������� 
��������, ������� ��,���� �
��� ������ � ����  

y = Ae5x  (A = const). 

L���� � � AxP �0  – ����� ��� ���������� �
����� �������. 
/������ 

y' = 5e5x;  y'' = 25e5x. 

���������� y, y' � y'' � �������� 
��������, ����� 

56Ae5x = 56e5x. 

���#�� " = 1. <���� ����'��, ������� ��,����� ��������� 
���-
����� �
��� 

y = e5x. 

=������������, ����� ��,���� 
�������� ����� ��� 

y = e5x + C1e

2x + C2e


3x. 


����� 7.29. /���� ����� ��,���� 
��������  

y''' + y'' – 4y' – 4y = 10 sin x. 

; � , � � � � . B���� a = 0, b = 1, Pn(x) = 0, Qn(x) = 10. ���� 
= = i �� ��������� � ������� @1,2 = � 2 � @3 = 
1 ��������������-
����� 
��������, ��?���
 ������� ��,���� �
��� ������ � ���� 

y = A sin x + B cos x  (A, B – const). 
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���#�� ���
���� 

y' = A cos x – B sin x, 
y'' = – A sin x – B cos x, 
y''' = – A cos x + B sin x. 

���������� ��������� ��� ������� 	
����� � �� ����'������ � 
�������� 
��������, ������� 

(5B –5A) sin x – (5B + 5A) cos x =10 sin x. 

<�� ��� ?�� ��������� ����������� ������������, �� 

�
�
�

�
�


;055
,1055

AB
AB

   
�
�
�

�

�

.1   
,1

B
A

 

<���� ����'��, ����� ��,����� ������� 
�������� �
��� 

y = cos x – sin x + C1e

2x + C2e

2x + C3e

x. 


����� 7.30. ;�,��� 
�������� 

y'' + y = x2 + 2xex. 

; � , � � � � . <�� ��� ������ ����� ������� ��������� ������-
������� 
�������� ������������ ����� �
��
 ��
� ��������� ��-
�� (7.100), �� � ������������ � �������� 7.6 ��� ������� ��,���� 
�
��� ������ � ���� �
��� y1 + y2 �������� ��,���� y1 
��������  

 y'' + y = x2  (7.103) 

� �������� ��,���� y2 
�������� 

 y'' + y = 2xex. (7.104) 
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/����� � 
�������� (7.103). G ?��� ��
��� a = 0, b = 0, 
P2(x) = x2, Q(x) = 0. ���� = = 0 �� ��������� � ������� @1,2 = �i 
������������������� 
��������, ��?���
 ������� ��,���� �� �
-
��� ������ � 	���� 

y = Ax2 + Bx + C  (A, B, C – const). 

B���� y' = 2Ax + B, y'' = 2A. ���������� � 
�������� (7.103), 
���
��� 

2A + Ax2 + Bx + C = x2, 

��� 

(A 
 1) x2 + Bx + C + 2A = 0. 

=������������, 

��

�
�
�

�
�

�


,02
,0

,01

AC
B
A

 �� ���� 
��

�
�
�


�
�
�

.2
,0
,1

C
B
A

 

���#�� ������� ������� ��,���� 
�������� (7.103) 

 y = x2 
 2. (7.105) 

<����� ���������� 
�������� (7.104). B���� a = 1, b = 0, 
P2(x) = 2x, Q(x) = 0. ���� = = 1 �� ��������� � ������� @1,2 = �i 
������������������� 
��������, ��?���
 ������� ��,���� ���� � 
	���� 

y = (Mx + K )ex   (M, K – const). 

/������ 
y' = (Mx + K + M)ex, 

y'' = (Mx + K + 2M)ex. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



 505

���������� � 
�������� (7.104), ���
��� 

(2Mx + 2K + 2M)ex = 2x ex. 

�
�
�

�
�

;022
,22
KM

M
  

�
�
�


�
�

.1
,1
 K

M
 

���#�� ���
���� ������� ��,���� 
�������� (7.104) 

y = (x – 1 )ex, 

=������������, ����� ��,����� ��������� 
�������� �
��� 

y = x2 
 2 + (x – 1 )ex + C1cos x + C2sin x. 


����� 7.31. ;�,��� 
�������� 

y'' 
 2y' + y = ex. 

; � , � � � � . G ������ ��
��� a = 1, b = 0, Pn(x) = 1, Qk(x) = 0. 
���� = = 1 ��������� � ������ ������������������� 
�������� 
@ = 1, ������� ����� ��������� 2 (��'�������� ��
���). ������ 
��,���� ��������� 
�������� �
��� ������ � ���� 

y = Ax2ex. 

B���� 

y' = 2Axex + Ax2ex;   y'' = (2A + 4Ax + Ax2)ex. 

���������� ���
������ ��������� � �������� 
��������, ����-
��� 

2Aex = ex,   A = 0,5. 

<���� ����'��, ����� ��,����� ������� 
�������� �������� 

y = (0,5x2 + C1x + C2)e
x. 
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����� 7.32. ;�,��� 
�������� 

y(4) +3y'' 
 4 y = e2x (– 40cos x – 70sin x). 

; � , � � � � . B���� a = 2, b = 1, Pn(x) = 64, Qk(x) = 42. N������-
����������� 
�������� 

@4 + 3@2 
 4=0 

����� ����� @1 = –1 , @2 = 1, @3 = 2i,  @4 = –2i, �� �������#��� � 
������ = = 2+i, ��?���
 ������� ��,���� �
��� ������ � ���� 

y = e2x (A cos x +B sin x )  (A, B – const).  

/������ 
 y' = e2x ((B + 2A) cos x + (2B – A) sin x), 

 y'' = e2x ((4B + 3A) cos x  + (3B –4A) sin x), 

 y''' = e2x ((11B + 2A) cos x + (2B – 11A) sin x), 

 y(4) = e2x ((24B – 7A) cos x + (–7B – 24A) sin x). 

���������� ��������� ��� y, y'' � y(4) � �������� 
��������, 
���
���� 

e2x((36B – 2A)cos x + (–2B – 36A) sin x) = e2x(– 40cos x – 70sin x). 

=������������, 

�
�
�


�



�


.70362
,40236

AB
AB

 

;�,����� ?��� ������� �������� ���� B = –1, A = 2. <���� ����-
'��, ����� ��,����� ��������� 
�������� �
��� 

y = e2x (2cos x – sin x ) + C1 e
x + C2 e

–x + C3 sin 2x + C4 cos 2x. 
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§ 7.13. *��#��" �������������"! ��������� 

1. ;�,���� ��� ��� ���� '����� ����� ����������� �������-
��� �� �����, � ���'
 ���������� ���'������� 	
�����. K��� ���-
��� �' ?��� 
�������� �������� ��		������������, �.�. ����� ��� 
������,����, ���'���#���� ���'������� 	
����� y1(x), y2(x), … , 
yn(x) � �� ����'������, �� ������� � ���	� ����������
��! 
��������. ����������� ������������� ������ ��		���������-
��� 
�������� ������� �������, 
 ������� ����� ���'������� 
	
����� ��������� � ������ 
��������. A�� ������� ���� 

 
��

�
�

�

�((

�((

.0),...,,,...,,(
..........

,0),...,,,...,,(

11

111

nnn

nn

yyyyxF

yyyyxF
 (7.106) 

+�������� . ���� ��� ������������ ������ ��		���������-
��� 
�������� � �������� ���
����� ������'
#� ����� t. G ?��� 
��
��� ����'������ ���'������� 	
����� ������� ���'������ ��-
��' ).(,),(1 tyty n�  

������� ��������� ����������� 	���� '����� ������ ��		�-
����������� 
��������. C������, ��� ������� '������� � ������
-
��� ���� (��� � ���� 6�)�), ���� ��� ��������� � ���
 

 
��

�
�

�

�(

�(

).,...,,(
.......
),,...,,(

1

111

nnn

n

yyxfy

yyxfy
 (7.107) 

K��� �� ������� �������'����� � ���
 

��� �
),...,,(),...,,( 12

2

11

1

nn yyxf
dy

yyxf
dy  

 ,
),...,,(),...,,(

 
11 nnn

n

yyxg
dx

yyxf
dy

��  (7.108) 

�� �� �
��� ��������, ��� ��� '������� � ����	������ ����. 
/�������, ������� 

� �
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�
(
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� ���������� � �������������� 	����� �������������� �����- 
��� ���: 

� �
��

�
�
�

�(



�(

,3

,204
4

212

2
211

xyyy

xyyy
 

� ��
�
�

�


�




.
13204 4

21

2
2

21

1 dx
xyy

dy
xyy

dy  

/� ������� ��		������������ 
�������� ������������ ����-
'�� ���������� ���������� '����� J�,� ��� ������ 
��������. 
<��, � ��
��� ������� (7.107) '����� J�,� ������� � ���������� 
��,����, 
����������#���� ��������� 
������� 

 � � � � , ,...  , 0
0

0
101 nn yxyyxy ��  (7.109) 

��� 00
10  ,, , nyyx �  – '������� �����. &�� ��
��� ������� ����� ���� 

����'��� ������� �
����������� � �������������� ��,���� '����� 
J�,�, ����������� ������� 7.1. 

2. J �������� ��		������������ 
�������� ������� ������� � 
�'������� ������ �������� 
�������� (� ������� 
��������) �#-
���� �������. ������#�����
�� ?�� �� ������� 
�������� ������-
�� �������. �
��� ���� 
�������� 

).,,,( yyyxfy (((�(((  

K��� ���'������ 	
����� y' � y" �������������� ����' u � v, �� 

�������� ����� '������� �������� 

��

�
�
�

�(
�(
�(

),,,,(
,
,

vuyxfv
vu
uy

 

��������� �' ���� 
�������� ������� ������� � ����� ���'����-
���� 	
������� y(x), u(x), v(x). :���������� ������������� ��-
�
����� �#��� ��
��� ��		������������ 
�������� (��� ������� 

��������). 
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§ 7.14. *��#��" ������"! �������������"! 
��������� �����$� ���&��  

1. �,-�� ������& � ������"! ���#���!  

G �������,�� ����������� ������������� ������! ���	�. 
A�� ������� ��		������������ 
�������� ����  

 

�
�
�

�
�
�

�

�(

�(
�(

),()(...)()(
.................
),()(...)()(

),()(...)()(

2211

222221212

112121111

xfyxayxayxay

xfyxayxayxay
xfyxayxayxay

nnnnnnn

nn

nn

 (7.110) 

��� ��?		������� aij � fi – ��������� 	
����� ��'�������� ����-
������ x. "
��� ������� �� ������������; ����� ��� ������ ���-
���� '������� �������#��� 
������ ������� � �
����������� � 
�������������� ��,���� '����� J�,�. K��� ��� fi ] 0, �� ������� 
��'������� ����������, � ��������� ��
��� ��� ��'������� ���-
��������. =������  
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12121111
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yxayxayxay

yxayxayxay
yxayxayxay

 (7.111) 

��'������� ���������� ���	���, ���	�	�	���'� ��������-
��� ���	� (7.110). 

��� �'
����� �������� ������ 
����� ������'����� ������-
��� ���'�������  
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��'����#��� '������� ������
 (7.110) � ���� ������ ���������� 

�������� 

 Y ( = AY+F. (7.112) 

/�������, ������� 

�
�
�


�(



�(
4

212

2
211

324

,53

xyyy

xyyy
 

� ��������� '����� �������� ����
#��� ����'��: 

.
3 2   4

5   3
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2
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1
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�"
#
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(
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x

x
y
y

y
y

 

/���
��� ����'���, ��� ��� ��, ��� � � ��
��� �������� 
���-
�����, ����� ��,���� ������������ ������� ������������ ����� 
�
��
 �������� ��,���� ?��� ������� � ������ ��,���� �������-
���
#��� �� ���������� �������. G ���# �������, ����� ��,���� 
���������� ������� ����� ��� 

 ,2211 nnYCYCYCY � �  (7.113) 

��� C1, …, Cn– ����'������� ����������, � 
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– ����'������� ������� ��'�������� ��,����, ��'������� ���-
����	��
��� ������� �)��� ?��� �������. J�������� �����-
��� ��'���������� ?��� ��,���� �������� ����������� �
�# ����-
�������� G�������� 

 .
  ...  
.........

  ...  
),...,(

1

111
1

nnn

n
n
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YYW �  (7.114) 
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2. /�#� ������& �������� ���#��" � ����� ��������> 
,���� �"����$� ���&�� 

���� �' ������� �������������� �������� ������� '���#��-
���� � �������� ������� � �����
 
�������# n-�� ������� � ����� 
���'������� 	
������ (�������� ������ 
�������� ����'������- 
�� ������� � ������� 
�������� ������� ������� �����������- 
���� ��,�). �������������
�� ?�� �� ������� ������� ��
� 

��������. 

 
�
�
�

�(
�(

).(
),(

22221212

12121111

xqyayay
xqyayay

 (7.115) 

&�		�������
� (�� x) ��� ����� ������� 
�������� ������� 
(7.115), ������� 

,12121112121111 qyayayayay (((((�((  

���
��, '������ ����'������ 21  , yy ((  �� ����������� �' ����� ���-
����, ����� 

.)()( 12121112222121121212111111 qyayaqyayaqyayaay (((�(( /  

C�
����
� � ������ �����, ���
��� 
�������� ���� 

 122111 dybyby �(( , (7.116) 

��� ��?		������� b1, b2 � d1 ������������ ����'�� ������#��� 
����' ��?		������� aij � q1  � �� ����'������ ('��������� ?�� ��-
������� �� �
���). J�������
� 
�������� (7.116) � ������ 
���-
������ ������� (7.115), ���
��� 

 
�
�
�

�
((
�
(

.
,

221111

21211111

ybybdy
yayaqy

 (7.117) 

�����������, ��� � ��������������� ������� �'������� x ��-

���������� 
21

 12  11

   
 

bb
aa

 ������� �� �
��. <���� ������
 (7.117) ����� 

��,��� ������������ y1 � y2, �.�. ����'��� y1 � y2 ����' 1y(  � .1y ((  
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G ��'
������ �������� � 
��������� ���� 

 ,111 pylyky (((�  (7.118) 

 vysymy (((� 112  (7.119) 

(��������� ��� k, l, m, s, p, v ��������� �� �
���). ������ �' ��� 
������������ ����� �������� ��		������������ 
�������� �����-
�� ������� � ����� ���'������� 	
������ y1(t). J ���
 ��������� 
��� ������, �'�������� � § 7.10 � § 7.11. L������, ��� ���� � ��-
������ ������� (7.115) ��� ��?		������� aij ���������, �� 
���-
����� (7.118) ����� �������� 
��������� � ����������� ��?		�-
��������; ��� ��,���� ����� 
�������� ������� ?		�������� ��-
���, �'�������� � § 7.12. 


����� 7.33. ;�,��� ������
 

�
�
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,223

212

211

yyy
yyy

 

; � , � � � � .  &�		�������
� ��� ����� ������� 
��������, 
����� 

� � � � .64522223323 212121211 
�


�(
(�(( yyyyyyyyy  

G ���������� � ������ 
��������� ������ ������� ?�� �������� 
� ������� 

�
�
�


�
((

�
(

.456
,232

211

211

yyy
yyy

 

���#�� ������� ��������� ��� y1 � y2 ����' 1y(  � :1y ((  

`  ,22 111 ((
(� yyy  (7.120) 

  .42
3

2
5

112 ((
(� yyy  (7.121) 

G ��'
������ �������� � 
�������# ������� ������� ��� ���'-
������� 	
����� y1(t): 

.yyy 22 111 �(
((  
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;�,�� ?�� 
�������� �'������� ��������, ���
��� 

y1 = (C1 + C2 x)ex + 2, 

����� ���� �' (7.121) ������� 

.42 2
2

12 "
#
$

%
&
' 
� xexCCCy  

§ 7.15. ������"� ���#��" �������������"! 
��������� � ���#�&��"�� ��C�������#��� 

1.������"� ������"� ���#��" 

;��������� ��������
# ������
# ������
 (7.111). G ������-
��� ���� ��� '����������� ����
#��� ����'��: 

 Y ( = AY. (7.122) 

K��� ��� ?������� aij ������� A ���������, �� ��� ��,���� 
������� ����� ������'����� ������ �������� �������. ������ 
����� '������, ��� ���������� ������� ����� ��������� ������� 
��,����  

y1(x) ] 0, … , yn(x) ] 0. 

A�� ��,���� ��'������� 	������
��� (������). B������ 
����������#�, �������, ������������� ��,����. "
��� ������ ��-
��� ��,���� � ���� 

 ,  ,...,11
t

nn
t epyepy @@ ��  (7.123) 

���, ������'
� �������
# '�����, � ���� 

 ,tPeY @�  (7.124) 
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��� T
npppP ),...,,( 21�  – ���
����� ������� (������-�������) � ��-

��������� ?���������. 
B���� 

.tPeY @@�(  

���������� ��������� ��� Y � Y (  � 
�������� (7.122), ���
��� 

,tt APePe @@@ �  

���
�� ����� ���������� �� te@  ������� 

 AP = @P. (7.125) 

A�� 
�������� ������� � ���, ��� @ �������� ����������� '��-
������ ������� ", � P – ����������� ��������, ����������
#-
��� @ . 

����������.  @����	���	����� ������� ��	���� "  
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22221
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�

 (7.126) 

������	�� $������
��
���
� ����	�	
�� ���������� ����-
��� ���	�� (7.122) � ���	������� ���������	���. 

+�������� 1 . /�������, ��� ��� ���������� ������������ 
������� P, ����������
#���� �����������
 '������# @ �����-
�� ", ���������� ����� ��,���� ����
#��� �������������� ���-
���� 
��������: 
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. (7.127) 
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<�� ��, ��� � � ��
��� �������� 
��������, ���� ����� �����-
�������������� 
��������, �� ����� ��������� ����� ��,���� 
���������� �������. &�� �������� �'������� �������������
�� 
?�� �� ������� ������ ��
� 
�������� � ��
�� ���'��������, �.�. 
������ ���� 

 
�
�
�

�(
�(

.
,

2221212

2121111

yayay
yayay

 (7.128) 

������ '������, ��� ���
������ � ?��� ��
��� ��'
������ ��-
�
� ���� ��' ��
�� ���������� �� ��
��� ������ ����,��� ����� 

��������. 

N����������������� 
�������� 

0
2221

1211 �





@

@
aa

aa
 

������� (7.128) �������� �������������� 
��������� ������� ��-
�����. ��� ��� ��,���� ���
� ��'����
�� ��� ��
���. 

*����� 1. =���������� '������� �1 � �2 �������������� � 
��'������. <���� ����������
#��� �� ����������� ������� P1 � 
P2 �
�
� ��������������� � ������� ��'���������. ���������-
��� ��� ��� ������� ��,���� 
�������� (7.122) 

tt ePYePY 21
2211       , @@ ��  

����� �
�
� ������� ��'���������, ��� ��� ������������ G���-
����� 

     
    

),(
2221

1211)(
21

2

pp
pp

eYYW x@@ F�  

������� �� �
��. ����� �� ��,����, ��� ?�� ����
�� �' (7.113), 
����� ��� 

 Y = C1Y1 + C2Y2, (7.129) 

��� C1, $2 – ����'������� ����������. 
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�
� ���������� ���������. &����-
��������, �
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��� ������ @ (��������� 2), �������
 ����������
#� ��� ������� 
��'�������� ����������� ������� P1 � P2 ( �.�. ��������� ����� 
��������� � ������ ������� ��'�������� ����������� ��������). 
G������ P1 � P2 �������#� ��� ������� ��'�������� ��,���� 

,       , 2211 PeYPeY tt @@ ��  
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�����). G ?��� ��
��� ��� ��������� ��,���� ����������'�� ���-
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+�������� 3 . &�� ��,���� ���������� ������ � ��
���, ��-
��� ������ ������������������� 
�������� @ ������� � ��
 ����-
������
�� ������������ ����������� ������ P1, ����� ���� ����� 
�������� �	�� �����������! ��	����. =
�� ��� ������. �
��� 
P2 – ������-�������, ����#����� ��,����� 
�������� 

 AP2 = @P2 + P1, (7.132) 

����� ���������� ������� (7.128) ����� ��� ������� ��'�������� 
��,���� 

Y1 = e@xP1,  Y2 = e@x (xP1 + P2). 

�������, ��� Y2 �������� ��,�����. B���� 
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D�������, ��� P1 – ����������� ������, � P2 
������������ 
���-
��# (7.132), ���
���� 

.)()( 221212 AY P xPAe AP xAPeY xx ���( @@  
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��� ����� 
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#� 	
������������� ����� ��,����, � ��-
��� ��,���� ����� ���� ������� �� 	���
�� (7.129). 
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J�� ���������� ��,�, ������, ��'���������� ��� ��,���� ��-
�������� ������ �' ��
� 
��������, ���
� ���� ���������� �� 
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��� ������ ����,��� ����� 
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y1(0) = 2, y2(0) = 2, y3(0) = 3. 
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F = eax (Pm(x) cos bx + Qk(x) sin bx), 

��� Pm(x) � Qk(x) 
 ������-�������, ?��������� ������� ����#��� 
���������� �� x �������, �� �����,�#��� �������������� n � k, 
��� ��������� �������� ��,���� 
�������� ����������'�� ���-
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§ 7.16. )�����#�"� ��������& 

1. �,-�� ���&#�& � ������" 

����������. {������ ���� 

 F(n, yn, yn+1,…, yn+k) = 0, (7.136) 

�� k 
 ������������, � n 
 ��������
�� ��	����
�� �����,  
yn, yn+1, … , yn+k – ���� ���	���� �������� ��������	�
���	�, 
������	�� ���	���	�� ����	�	
�� k-"� ������. 

;�,��� ��'������� 
�������� �'������ ����� ��� ��' �)-
��, �.�. ��� ������������������ ),(nyyn �  
����������#��� 

�������# (7.136). 

;�'������� 
�������� ������'
#��� � ������� ?������������ 
�������� � ���������� ��������, � ����� ��� ������������� ��-
,���� ��		������������ 
��������.  

/�������� ���� ��'������� 
�������� ��� '������ ��� �' 
,������� ����������. <��, ��������, ��'������� 
�������� ���-
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���������� ������������
# ���������#, � ��� ��,����� �������� 
������������������ ,1

1

� n

n qby  ��� b1 � q – ����'������� �������-
������� �����. 

!���
 �������� ��'������� � ��		������������ 
�������� 
�������������� ������������ ��������. K��� � 
�������� (7.136) 
����'����� 	�������
# '����
: 

 ,xn�  ),(xyyn �  ),('1 xyyn �  � , ),()( xyy k
kn �  (7.137) 

�� ����������� ��'�������� 
�������� �����	�����
���� � ����� 
����������� ������������� ��		������������� 
�������� �����-
�� k. ������� 	�������
# '����
 (7.137), ����
��� ���
���� ���-
���
��� ����� '����� ��'�������� 
�������� 

 yn+k = f(n, yn, yn+1,…, yn+k-1). (7.138) 

:���������� ����'�� ������������ � ������ 6�)� – ��� '����� 
���������� ��,���� 
�������� (7.138), 
����������#���� ��-
������� 
������� 

 ,)( 00 any �  ,)1( 10 any �  ... , .)1( 10 
�
 kakny  (7.139) 

/��� �
��� ����'���, ��� ��,���� ����������
#��� ������� ��	-
	������������ � ��'������� 
�������� (��������, ��������) 
��
�������#��� ������� ��������. 

B���� ����� ����
#��� �������. 

:������ 7.10. _)�� )(nyyn �  ������ 6�)� (7.138), (7.139) 
��� 0nn �  ������� ����������. 

& � � � ' � � � � � � � � � . ���������� '������� ��� ),( 0ny  ),1( 0 ny  
… , )1( 0 
 kny  �' (7.139) � (7.138), �� ������� ).( 0 kny   A��, � 
���# �������, ���� ��� ��'�������� ���������� )1( 0  kny . 
��������� ?��� �������, ����� ���
�������� �������� ��  
	���
�� (7.138) ����� �#��� '������� y(n) ��� .0nn �  <������ ��-
��'���. 
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=���
��, ������, '�������, ��� ���������� ������ ��,���� 
��'�������� 
��������, � ������� �� '����� J�,�, �������� ����'-
�� ����� ������� '������. 

2. ������"� ������#�"� ��������& 

����������. _�����	�� ������� ���� 

 ak(n) yn + k + … + a1(n) yn + 1 + a0(n) yn = f (n), (7.140) 

�� a0, a1,…, ak, f 
 ���	��� ������� �	 n (a0 � 0, ak � 0), ����-
��	�� �
	��	�� ���	���	�� ����	�	
�� k-"� ������. 

G����� ����
#��� ���'������� 

 L(y) = ak yn + k + … + a1 yn + 1 + a0 yn. (7.141) 

A�� ��������� ��'������� ������� ������	��� ����	���� 
k-�� �������. 

= 
����� ?��� ���'������� 
�������� (7.141) ����� ���� '������� 
� ���� 
 L(y) = f (n). (7.142) 

D�������� 

 L(y) = 0 (7.143) 

��'������� ������� ���������� ������	��� ��������, ����-
������
#��� 
�������# (7.142). =��� �� 
�������� (7.142) (��� 
f (n) ]̀  0) ��'������� �����������. ������� ����
������, �����-
������ ������'������� � § 7.10 � § 7.11, ����
��� 
�������� � 
�������������� ����
#��� 
����������. 

:������ 7.11. (�� ����� ��!�	

 �
	��	�"� 	���	����	�"� 
����	�	
�). &�' �)�� �������� ������������ ������	���� 
�������� (7.142) �	
 ����� ���	���� �)��� )(ny  �	��� ����-
���� � ��'�� �)��� ���	�	�	���'�� �� ����������� 
�������� (7.143). 
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:������ 7.12 (�� ����� ��!�	

 �
	��	�"� ��	����	�"� 
����	�	
�). ���	
 �(1)(n), ..., �(k)(n) – ���	��, ���	��'�� �� k ��-
���� ���������! �)��� �������� ����������� ������	���� 
��������, 	���� ��' �)�� �	��� �������� ����	�� ���-
����� 

 y(n) = $1 �
(1)(n) + ... + $k �

(k)(n). (7.144) 

!�������� ��,���� ��������� ����������� ��'�������� 
���-
����� k-�� ������� ����'
�� k-������ �������� ������������, � 
�#��� ����� �(1)(n), ..., �(k)(n) �' k ������� ��'�������� ��,���� 
(��'������� �������	��
��� �������) �
��� ��� ��'����. ���-
'����� �������� ��'���������� ��,���� �(1)(n), ..., �(k)(n) ����-
������� 
�������� �������� ����������� �
�# ������	�� 6���-
��		� 

 

)()()1(

)(
1

)2(
1

)1(
1

)()2()1(

k
kn

k
knkn

k
nnn

k
nnn

yyy

yyy
yyy



�7

�
����

�
�

, (7.145) 

������� ������������ ����� ������ ������������ G�������� � ���-
��� ������������ ��		������������ 
��������. 

G ��
���, ����� ��?		������� a0, a1, … , ak ����#��� �������-
����, ������ ��,���� ��������� ����������� ��'�������� 
���-
����� 

 ak yn + k + …+ a1 yn + 1 + a0 yn = 0 (7.146) 

�� ������ ���������� ������� ��,���� ��		������������ 
���-
����� � ����������� ��?		���������. &������������, �
��� ��-
���� ��,���� 
�������� � ���� 

 ,nny @�  (7.147) 

��� 0�@  – ��������� ����������. ���������� ��������� ��� ny  
�' (7.147) � (7.146), ������� 

 .00
1

1
1

1 � 




 nnkn
k

kn
k aaaa @@@@ �   
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;�'����� ��� ����� ?���� 
�������� �� ,n@  ���
��� 

 .001
1

1 � 


 aaaa k

k
k

k @@@ �  (7.148) 

D�������� (7.148) ��'������� !����	���	������ �������� 
����������� ��������� ��'�������� 
��������. 

<�� �� ��� � � ��
��� �������� ��		������������ 
�������� 
� ����������� ��?		���������, '����� ������ ��������������-
����� 
�������� ��'������ ��������� ����� ��,���� ����������� 
��'�������� 
��������. &�� �������� �'������� �������������
-
�� ?�� �� ������� 
�������� ������� ������� 

 ,012 �  nnn cybyay   .0,0 �� ca  (7.149) 

������ '������, ��� ���
������ � ?��� ��
��� ��'
������ ��-
�
� ���� ��' ��
�� ���������� �� ��
��� 
�������� ����� ������-
�� �������. 

G '���������� �� '������� ������������� acbD 42 
�  �����-
�������������� 
�������� 

 02 � cba @@  (7.150) 

��'����� ����
#��� ��
���. 

*����� 1. &����������� .0�D  N����������������� 
�����-
��� ����� ��� �������������� � ��'������ ����� 1@  � .2@  <���� 

01 �@  � .02 �@  &������������, ���� ���� �� ���� ������ ����� 
�
�#, �� ��?		������ 21@@�c  ����� �
��� ����� �
�#, ��� ���-
��������� ����������# ��������� ��'�������� 
�������� ������� 
�������. J����� 1@  � 2@  ������������������� 
�������� �������-
���
#� ��� ��,����: 

,1
)1( n

ny @�  n
ny 2

)2( @�  


�������� (7.149). �������, ��� ?�� ��,���� ������� ��'�������. 
&�� ?���� �������� ������������ J�'������ 
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).(
   

12212
1

1
1

211
2

1
1

21 @@@@@@@@
@@

@@

�
��7 


nnnnnn

nn

nn

 

<�� ��� ����� 1@  � 2@  ��'�����, �� ,0  12 �
 @@  �����������-
��, ,0�7  � '�����, ��,���� ������� ��'�������. G ?��� ��
��� 
����� ��,���� 
�������� ����� ��� 

 � � 1 1 2 2 ,n ny n C C@ @�   (7.151) 

��� 21, CC  – ����'������� ����������. 


����� 7.45. ;�,��� 
�������� 

.054 12 �
  nnn yyy  

; � , � � � � . =������� ������������������ 
�������� 

.0542 �
 @@  

��� ����� ��� �������������� ��'������ �����: .5  ,1 21 
�� @@  
��?���
 ����� ��,���� ��������� 
�������� ����� ��� 

.)5(21
n

n CCy 
�  

*����� 2. &����������� .0�D  N����������������� 
�����-
��� ����� ��� ���������� ����������� ����� 1@  � ,2@  �������, 
������'
� ����������������
# 	���
 '�����, ���
� ���� ����-
�������� ����
#��� ����'��: 

),sin(cos1 ��@ ir �   ),sin(cos2 ��@ ir 
�  

��� r – ���
�� @1, � � – ��� ���
����. =���������
#��� ��,���� 
��'�������� 
�������� ����� ���������� ��������� � �� ������-
��� 	���
�� !
���� ���#� ��� 

),sin(cos)1( �� ninry n
n �   ).sin(cos)2( �� ninry n

n 
�  
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���� ���
���� �������������� ��,����, '������ )1(
ny  � )2(

ny  �� 
��������� ������������ 

� � � �. 
2
1    , 

2
1 )2()1()2()2()1((1)

nnnnnn yy
i

zyyz 
��  

B���, �� ���
���� ��� ������� ��'�������� �������������� ��-
,���� 

,cos)1( �nrz n
n �   .sin)2( �nrz n

n �  

<���� ����'��, � ������ ��
��� ����� ��,���� ����� ��� 

).sincos( 21 �� nCnCry n
n �  


����� 7.46. ;�,��� 
�������� 

.042 12 �
  nnn yyy  

; � , � � � � . N����������������� 
�������� 

0422 �
 @@  

����� ��� ���������� ����������� ����� i311 �@  � 

,312 i
�@  ������� ���
� ���� '������� � ����: 

,
3

sin
3

cos21 "
#
$

%
&
' �

��@ i   .
3

sin
3

cos22 "
#
$

%
&
' 
�

��@ i  

=������������, ����� ��,����� ��������� 
�������� �
��� 

.3sin3cos2 21 "
#
$%

&
' � �� nCnCy n

n  
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*����� 3. &����������� 0�D . ��� ����� ��������������-
����� 
�������� ������������� � ����� ).( 21 @@@ ��  �������, 
��� � ?��� ��
���, ����� ��,���� 

,)1( n
ny @�  

�
�����
�� ��� ���� ��,����, ������� ��'�������� � .)1(
ny  &����-

��������, ����
��� 
��������, ��� ������� �������� 

.)2( n
n ny @�  

=������ �������, ��� )2(
ny  �
��� ��,����� 
�������� (7.150). G 

����� ����, ���������� ��������� ��� )2(
ny  � 
�������� (7.150), 

���
��� 
� ���  cnnbnacnnbna nnnn )1()2()1()2( 212 @@@@@@  

0)2)(( 22 �� @@@@@ bacbann  

� ���
 ����, ��� 02 � cba @@  � 
a
b

2

�@ . G������� ������ ��-

���������� J�'������. B���� 

,0
)1(

12
11 ��


�7 


n

nn

nn

n
n @

@@
@@  

��� ��� .0�@  =������������, ������� ��,���� )1(
ny  � )2(

ny  �����-
�� ��'�������, � ����� ��,���� 
�������� (7.150) ����� ��� 

).( 21 nCCy n
n � @  


����� 7.47. ;�,��� 
�������� 

.096 12 �  nnn yyy  

; � , � � � � . N����������������� 
�������� 

0962 � @@  
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����� ������������ �������������� ������ .3
�@  =����������-
��, ����� ��,���� ��������� 
�������� ������: 

).()3( 21 nCCy n
n 
�  

&�� ���������� ��,���� ������������� ��������� ��'������-
�� 
��������, ��� �� ��� � � ��
��� �������� ��		������������ 

��������,  ������'
���� �	�� ���������! ���������	��, 
���������� �� ������� �������� ��,���� ������������� 
�����-
��� �� ���
 ������ ����� ).(nf  


����� 7.48. ;�,��� 
�������� 

yn + 2 + 2 yn + 1 
 3yn = 64�5n. 

; � , � � � � . "
��� ������ ������� ��,���� � ���� 

y(n) = p5n. 

���������� ?�� ��������� � ��,� 
��������, ���
��� 

p(25 + 10 – 3)5n = 64�5n. 

=������������, p = 2, � '�����, 

y(n) = 2�5n. 

;�,�� ������������������ 
�������� 

@2 + 2@ 
 3 = 0, 

������� @1 = 1, @2 = 
3. <���� ����'��, ����� ��,���� 
�������� 
����� ��� 

yn = 2�5n + $1 + $2(
3)n. 
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§ 7.17. /���� C������������ ������� � �����#�"� 
�������� 

1. /���� *���C������ – O���� 
G ������ �������	� �� ���������� ��������� ��������, ���#-

�����
#��� ���������� ��'������� 
��������. /����� � ����� 
������� ����� $�����
����-@���� (������������ ������	� ��-
��� 6����). A�� ������ ������������ �� 
�� 
�������,���� 
������� ��������� (��. § 7.4), �� ���� �� �������������, ��� 
��F��� �������������� ����� ��������������� �������
 �����-
�������� ������. &����� ������������� ���������'
���� 
�����-
���� 

 � � � � � �� �,21 


� tYtYVtI  (7.152) 

��� ��?		������ 0�V  
 	����� �����������, � �tI  – �������� ��-
�������� � ������ t, � � � �2 ,1 

 tYtY  – �������� ������������� 
������ �������������� � (t – 1)-� � (t – 2)-� ��������. ����������-
���� �����, ��� ����� �� ������ ?���� '������ �� �������� �����-
�������� ������ �� ������
��� ?����, �.�. 

 � � � �1 .C t aY t b� 
   (7.153) 

D������ ��������� ������ � ����������� ����� ��� 

 � � � � � �.tCtItY �  (7.154) 

���������� � (7.154) ��������� ��� )(tI  �' (7.152) � ������-
��� ��� )(tC  �' (7.153), ������� 

 � � � � � � � � .21 btVYtYVatY 


�  (7.155) 

D�������� (7.155) �'������ ��� ������� @����. ��� ��������-
���� ����� ������������ �������� ��'������� 
�������� ������� 
������� � ����������� ��?		��������� (���� ������������,  
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��� �� ���������� ��������������� �������� �������� a  � V ��-
�������). 

+�������� 1. !� ����� ����� ����� ������� ��,���� 
���-
����� (7.155), ���� ������� 

 � � � � � � *,21 YtYtYtY �
�
�  (7.156) 

�.�. �'�� � �������� �������� ��,����, ����������� ��,���� 
.const* �Y  B' (7.155) � ���
 (7.156) ����� 

� � ,*** bYVYVaY 
�  

���
�� 

 .)1(* 1

� abY  (7.157) 

L������ �����, ��� ��������� � � 11 

 a  � 	���
�� (7.157) ����� 
��'����� ���
	������	��� 6���� � �������� ���������� �����-
��� ��	���� �����! ��	��	. 


����� 7.49. ;��������� ������ =��
?������ – N���� ��� 

������, ��� .4;5,0;5,0 ��� bVa  G ?��� ��
��� 
�������� (7.155) 
��������� ���: 

.4)2(5,0)1()( �


 tYtYtY  

K�� ������� ��,����� �
��� 

.8
5,01

4)( �



�ty  

/����� ����� ������������������� 
�������� 

.05,02 �
 @@  

B���� 

.4sin4cos2
2

2
1

2,1 "
#
$%

&
' ���� ��@ ii  
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<���� ����'��, ����� ��,����� ����������
#���� �������-
���� 
�������� �������� 

� � .4sin24cos12
2~

"
#
$%

&
' ""

#

$
%%
&

'
� �� t$t$

t
tY  

=������������, ����� ��,����� 
�������� �
��� 

� � .4sin24cos12
28 "

#
$%

&
' ""

#

$
%%
&

'
� �� t$t$

t
tY  

+�������� 2. G '���������� �� '������� � � V ��'����� ��-
���� ���� ��������. ��� ����� ���� ����
��� ��� '��
��#��� � 
��� ?��� ����� ��� �� ����� ������������� ��������. <��, � ���-
���������� ��,� ������� �������� ������ ������������� �����-
��� � 
����#��� ������
���. !� ��������
�� �������# ����-
���������� ���������� ���� �������� � '���������� �� � � V. 

2. 
��#����& ����� �"��� 

��� ������ ��'������� 
�������� ����� ���� ��������
 ���-
������ ���������� � ������������ � ��
������ ������� �����. 
&�� 
�������� �������� �����������, ��� ����� � ����������� 
'���#��� ��������� 	
�������, �� ��� ?��� ����� '������ �� ��-
�� � ������ ������ �������, � ����������� '������ �� ���� �� 
������
��� ?����, �.�. 

 ,tt bpad 
�  ,1
� tt npms  (7.158) 

��� a, b, m, n 
 ������������� �������������� �����. 
<���� ����'��, ���� ,tt ds �  �� 

 .1
�
 tt npbpma  (7.159) 

D�������� (7.159) ������������ ����� �������� ��'������� 

�������� ������� ������� � ����������� ��?		���������.  
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G �������� �������� ��,���� ����� ������'����� ����������� ��-
,���� 

 .const�� ppt  (7.160) 

&������������, ��������� ��������� ��� tp  �' 	���
�� 
(7.160) � (7.159), ����� ���
���� 

 .
nb
map





�  (7.161) 

;�,�� ������������������ 
�������� 

,0� nb@  

������� 
b
n


�@ . =������������, 

 
nb
ma

b
nCp

t

t 



"
#
$

%
&
'
� 1 . (7.162) 

<���� ����'��, �' (7.162) ��������, ��� �������� ��� ����� ��-
����������� ��������. ��� ?��� ���� ,bn �  �� ������������������ 
��� * +tp  �
��� ��������� � �����������
 ��������# (���. 1.16), 
���� ,bn �  �� � �������� ������� ������������������ * +tp  �
��� 

�������� �� ������������ ��������� (���. 1.17), ���� �� ,bn �  �� 
�
�
� ����� ����� ����������� ��������� ���� ������������ ���-
��������� ���������. 

3. +���� �, ���������� #���-�� �#�����#� 
�������� �,��$���� 

�
��� F – ����������� ��������� �
������ ��������� (�����-
��� �
���, ������������� ?�������� � ������ ����,����, ���-
����#��� � ������ ���������� �
������� �������), 6 – �������� 
�
���� (�������� �
���, ������������� � ����� ������� �
���-
���� �������), P(n) – ���
��� ��������� ��������� � ����� n-�� 
�
������� �������, k – ����� �
������ ��������. �
��� �����  
r – ���������� ������ '� ���� �
������ ������, ���������� � ���-
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���. ��������������, ��� ��� ���'����� � ������� ����� ����� ��-
������� ���������. ������������� �������� ���'��� ����
 ��-
��� ����
#���� ������,������: 

 P(k) = F, (7.163) 

 P(n+1) + K = (1+r)P(n). (7.164) 

 <���� ����'��, '����� �� ����������� ���
��� ��������� �
-
������ ��������� �������� � ��,���# '����� J�,� (7.163), 
(7.164) ��� ������������� ��������� ��'�������� 
�������� ���-
���� ������� � ����������� ��?		���������. G �������� �������� 
��,���� ������� ����������� ��,���� 

 P(n+1) = P(n) = P*. (7.165) 

��������� ��������� ��� P(n) �' 	���
�� (7.165) � (7.164), ��-
�
���� 

 .
r
KP �R  (7.166) 

L������, ��� �������� K/r ���� �� ��� ����, ��� ���
��� ����-
����� ����������� �����, �.�. �
���, �����
# ���������� 
���-
���� � ��������� ������, ����� � ������� ���������� ����������� 
������� ���
���� �
��
 K ����' ������ ������
��� ������� t 
��� ���������� ������ r. &������������, 

�








� 32 )1()1(1 r
K

r
K

r
K

r
K  

G �������������� ?���� ��������� ����� 
��������, �������� 
�
��
 ���������� 
����#��� �������������� ����������, ����-
������� � ������ ����� 	���
��. 

;�,�� ������������������ 
�������� 

,0)1( �

 r@  
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������� 

 P(n) = C(1+r)n + (K/r). (7.167) 

������� � ������,���� (7.167) n = k  � 
������� (7.162), ����� 

 C = (F – K/r) (1+r)–k. (7.168) 

B' (7.167) � ���
 (7.168) ����
��, ��� ������������������ P(n) 
�
��� ��'�����#���, ���� ����������� ��������� ��������� ��-
,�, ��� ��������� ����������� �����, 
����#���, ���� ��� 
����,�, � ����������, ���� ��� �����. 
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)��/�:�PH G(�+�:��F 

� 
"�����	��� �!������	
 

�������� ��������� 430 
��������� 336 
���� 365 

"������ � �����'����	� 
449 

; 

~���� 394, 491, 538 

� 
2��� ������� ������ 99 
2��)� ����������� 202 
2��)� ���������� 130, 199 

� 

#�����	 185 
#������ �����	�� 

������� 47 
������ 48 
������ ������� 48 
������ ������ 48 

#����� ������� 12 

� 

,���	� 
��'������ 413 
������ 413 

,����������	 140 

,��������� 97 
���,�� 202 
������ 174 

,���������
�� ������� 
���������� 444 
"���
��� 470 
������������� ����� 450 
���������������� ����� 457 
���������� 459, 464 
;������ 474 
=��
?������ – =���
, 486 

,���������
�� ������� 
������ 
n-�� ������� 484 
���������� 485 
������� ������� 464 

,������������� 87 
,�!�� ��������������� 264 
,�!�����	
 104 – 106 
,���
 

���������� 287 
�������,�� 288 

+ 

I����� 6�)� 439, 480, 536 
I����� ���������������� 

���
����� 241 
��������������� 240 

I���� ������� � ����-
������ ��	���� 281 

�������� 282 
������������������ 282 

I���� ������� � ����-
����� ��	���� 316 
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^������ ������ 146 
^���	���� ���	� 449 
^�����	�� 404 
^�	���� 

������� 398 
�������������� 277 
������������� 328, 425 
������������ 301 
��������� 412 
� ���������� ������� 

�������� 309 
������� 421 

^�	��������� 275, 277 
^�	���� 

������������ 134 
���������� ���� 370, 383 

( 

6���	�
��� 82,83,189 
6�����	����� ����� 202, 

210-212, 233, 235 
6������ ������� 304 
6����� 

������������ 437 
������������� 453 

6����������� 	������ 295 
6��	��� 

��������
������ 303 
����
��������� 77 
=��������� 211 

� 

%������� 
��������� 218 
	
����� 218, 241 

%����� ����	����	�� 488, 
491, 538 

/ 
0�	���� 

@�������� 77, 393 
������ '����� 545 
����
������� 77, 395 

0	�� 
"���
��� 468 
�������� ���������� 464, 

498, 530 
'����� ���������� 281, 

316 
�������������� �� ������ 

284 
������������ 296 
�������������� ��?		���-

����� 289, 501, 520, 531, 
543 

�������������� �������� 
521 

0������� ������ 164 
0����	�� 

���
���� 224 
���
������ 240 
'����
��� 67 
������������ 63 
�������� 67 

0����	�
 
��������
#��� 478 
@������� 218 

0���
 
�������� ����� 544 
&����� 326 
����� ��
������ 57 

0�������� 128, 239 
0��
	������	�� 

��	����� 454 
J����� 545 
���������������� �������-

�� 454 
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� 
5���� �)��� 

������� '�������� 489 
	
������������� 490, 510, 

538 
5�������� 159 
5���� 

���������� 151 
������������� 115 

5�������� 182, 438 
���
������ 155 

5���������	
 123 
5�����	�� 

"���
��� 25 
I������ 160 

5���� 
����������� 449 
������ ���������� 449 

� 
&����	
 

�������������� 399 
����������� 11, 91 
���������� 370 

&�������� 547 
&���	���	
 

���������� 27 
�-����������� 19, 63

&�����	�
 
G�������� 488 
J�'������ 538 
X���� 418 

&�	�	����� ��� � ���� 
@������� 165, 205 
����� 207 

&	���	�� )�� 63 
&	������� 11 
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�������	
 ����	�
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� ���	��
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� ����������� 190 

�����������	�
���	
 65 
��� ���������� 438 
��������	�
���	
 

������ 390 
���������� 23 
������������ 20 
���������� 18 
���������� � n� , 63,64 
�������� 18 

������� 
"70" 99 
@������� 122 
�������'���� ������� 126 

���� 
����������� 24 
'������������ ������ 36 
'������������ ������ 33 
������������������ 18 
������������������ ������ 
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����� ����������� 32 
	
����� � ����� 27, 31, 68 
	
����� �� ������������� 

32 
����
��� 

�������� 100 
���
��� 126 
����� '�������� 191 
����'����� 191 

����
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������
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������� �!������	� 
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������������ 359 
����������� 350 

������� ��������� 449 
�����'�� 40, 79 
����������� 79 

����������� 80 
���,�� 130, 199 
��������������� 268 
������	�������� 102 
�� ����������# 182 
������� n 130 – 132, 199 
������ � ����� 84, 172 
���,����� 200 
������� 171, 199 

������	�� 132 

) 

_����� �!������	� 370 
_������ 

��������� 396 
����'�� 297 

_�����	�� ������� 
�������� 537 
���������� 537 

_)�� 
���������� 240 
��'�������� 501 
������������ 445 
����������� 513 

_�� 345 
������������� 351 
'�������������� 362 
'���������
#����� 362 
!�������� 375 
��������� 392 
������������ 346 
��������� 368, 382 

��������� ��������� 393 
���������� 346, 392 
���������� �����#��� 365 
���������� 
������ 366 
<������ 383 
�������� 345 

* 

$����	�� ����	�����	� 305, 
406 

$��'�� 82 
$��	�� ����������
��! 

�������� 507 
�������� 509 
������������ 509 
���������� 509 

$���� 56,142 
���������������� 263 
��?��������� 106 
?��������� 106 

$��� 
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